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Vorrede 

zur ersten Auflage. 



Jüas mächtige Instrument der Algebra und Aualysis, 
welches unter dem Namen der Determinanten in Gebrauch 
gekommen ist, war aus den bis vor wenig Jahren vorhandenen 
Quellen nicht leicht kennen zu lernen. Die grossen Meister 
hatten jenes Hülfsmittel flir die höheren Zwecke , denen ihr 
Genius diente, sich geschaffen und waren wenig gesonnen, 
ihren Bau durch Betrachtungen über Material und Werkzeug, 
von deren Tüchtigkeit sie tiefe Ucberzeugung hatten, aufzu- 
halten. Daher ist es mit den Determinanten wie wohl mit allen 
wichtigen Instrumenten der Mathematik ergangen, dass sie 
längere Zeit im Besitz von wenig Anserwählten blieben , bevor 
eine geordnete Theorie derselben den Nichtkennem das Ver* 
ständniss und den Gebrauch zugänglicher machte. Die erste 
Idee , der Algebra durch Bildung combinatorischer Aggregate, 
die heute Determinanten genannt werden, zu Hülfe zu kommen, 
rührt, wie Diriciilbt bemerkt hat, von Leibniz her. Ausser 
dem Briefe an L'Hospital 1693 April 28, worin Leibniz die 
Ueberzeugnng von der Fruchtbarkeit seines Gedankens aus- 
spricht, scheint aber nichts übrig zu sein, woraus sich schliessen 
Hesse, dass Leibniz sich um weitere Früchte dieser Idee be- 
müht habe. Die zweite Erfindung der Determinanten durch 
Gramer 1750 blieb unverloren wegen der Dienste, die der 
Algebra daraus erwuchsen, theils durch Crameu selbst, theils 
nach einer Reihe von Jahren durch Bezout, Vandermonde, 
Laplace, Lagrange. Namentlich war es Vandermonde (sur 
r61iminationl771), der einen Algorithmus der Determinanten zu 
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begründen suchte , während Lagrange in der elassischen Ab- 
handlung sur les pyrarnides 1773 von den Determinanten dritten 
Grades bei Problemen der analytischen Geometrie bereits in 
grosser Ausdehnung Gebrauch machte. Den wichtigsten Anstoss 
jedoch zur weiteren Ausbildung der Rechnung mit Determi- 
nanten haben Gauss' Disquisitiones arithmeticae 1801 gegeben. 
Ausgehend von der Betrachtung der Algorithmen, welche in 
diesem Werke sich auf die » Determinanten der quadratischen 
Formen« beziehen, stellten Binet und Caüchy 1812 die allge- 
meinen Regeln für die Multiplication der Determinanten auf, 
wodurch Rechnungen mit schwer zu bewältigenden Aggregaten 
eine unerwartete Leichtigkeit gewannen. Des neuen Calcüls, 
welchen besonders Caüchy weiter ausgebildet hatte , bemäch- 
tigte sich mit schöpferischer Kraft vorzüglich Jacobi 1 826, des- 
sen in Crelle's Journal niedergelegte Arbeiten reichlich Zeug- 
niss geben , was das neue Instrument in des Meisters Hand zu 
leisten vermochte. Erst durch Jacobi's Abhandlungen »de for- 
matione et proprietatibus determinantium« und »de determinan- 
tibus functionalibus 1841« wurden die Determinanten Gemeingut 
der Mathematiker , welches seitdem von verschiedenen Seiten 
her wesentliche Vermehrungen erhalten hat. 

Jacobi's Abhandlung de formatione etc. , welche nicht un- 
mittelbar für das erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, 
und Spottiswoodk elementary theorems relating to determi- 
nants, London 1851 , eine Schrift, welche bei zweckmässiger 
Anordnung des Stoffes und einer guten Auswahl von Beispielen 
manche Ungenauigkeiten und selbst Unrichtigkeiten enthält, 
wodurch ihrem Werthe Eintrag geschieht, waren die einzigen 
vorhandenen Anleitungen zur Kenntniss der Determinanten , als 
ich mich entschloss, das zum grossen Theil noch zerstreute Ma- 
terial in eine Theorie der Determinanten, begleitet von den wich- 
tigsten Anwendungen derselben , zusammenzustellen. Meine 
Arbeit war fast zum Abschluss gebracht , als mir Brioschi la 
teorica dei determinanti , Pavia 1854, bekanntwurde. Dieses 
Werk , hervorgerufen durch das auf vielen Seiten geflihlte Be- 
dtirfniss einer elementaren Anleitung zur Kenntniss der Deter- 
minanten, ist, wenn auch in den Elementen nicht immer streng,^ 
doch mit vorzüglicher Sachkenntniss geschrieben und enthält 
einen reichen Sehatz trefflichen Materials , wodurch es schnell 



in weiten Kreisen Eingang und Anerkennung sich verschafft hat. 
Die jüngst in Berlin erschienene deutsche Uebersetzung dieses 
werthvollen Buches ist ohne Zweifel den deutschen Mathema- 
tikern sehr willkommen. Dass ich den Muth hatte, meine 
Schrift über denselben Gegenstand zu vollenden , gründet sich 
hauptsächlich auf die Verschiedenheit in der Anlage und Aus- 
führung meiner Arbeit. Um den theoretischen Kern des Gegen- 
standes möglichst rein herauszuschälen, habe ich die Haupt- 
eigenschaften der Determinanten und die darauf gegründeten 
Algorithmen in synthetisch g;Q;nau articuliiiiem Vortrag> wie er 
den Lehrbüchern von Alters her eignet , abgehandelt und wo es 
nöthig schien durch einfache Beispiele erläutert. Es kann zur 
klaren Einsicht in die Lehrsätze eines Systems nur erwünscht 
sein, bei jedem Lehrsatze die Summe der Prämissen, auf denen 
er beruht, straff zusammengezogen zu sehen. Dagegen habe ich 
die Anwendungen auf Algebra, Analysis und Geometrie in 
einen besondern Abschnitt vereinigt, um durch grösseren Zusam- 
menhang leichtere Auffassung und in den einzelnen Materien 
eine gewisse Vollständigkeit erreichen zu können. Besonders 
aber wünschte ich meiner Arbeit dadurch einigen Werth zu ver- 
leihen^ dass ich soviel als möglich bis zu den Originalquellen 
vorzudringen suchte, um die ersten Erfinder von Methoden und 
die ersten Entdecker von Lehrsätzen citiren zu können. Solche 
Citate sind nicht nur ein Opfer , welches die spätere Zeit den 
frühem Offenbarungen des Genius schuldet, sie bilden ein Stück 
Geschichte der Wissenschaft und laden zum Studium der hohen 
Werke ein , aus denen die Wissensc)iaft aufgebaut ist , und in 
denen noch immer reiche Schätze ungehoben ruhen. Freilich 
kann ich nicht erwarten , dass mein Suchen hierbei überall zum 
Finden des Richtigen geführt hat ; ich hoffe aber , dass verlau- 
tete Irrthümer zu gelegentlicher Aussprache des Richtigen Ver- 
anlassung geben werden. 

Nach dem Vorbemerkten ist es unnöthig hervorzuheben, 
was von meiner Seite eigenes dem vorgefundenen Material hin- 
zugefügt worden ist. Es bleibt mir nur übrig , die Güte meines 
gelehrten Freundes Borchardt dankbar zu rühmen , der durch 
mancherlei Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unter- 
stützt hat. 

1857. 
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Zur dritten Auflage. 

Die dritte Auflage meines Buches hat in mehrern Ab- 
schnitten wesentliche Verbesserungen und Zusätze erhalten. 
Zum Theil neu bearbeitet wurden die Determinanten mit poly- 
nomischen Elemeuten (§. 5), die Functionaldeterminanten 
(§. 12), die homogenen Functionen (§. 13), die geometrischen 
Determinanten (§. 15 — 17). Unter den einzelnen Zusätzen 
erwähne ich §. 3, 6 und 15, §. 4, 2 und 3, §. 6, 5, §. 10, 2 und 
3, §.11,3. Nicht mehr einfligen Hess sich die Bemerkung, wel- 
che die Herren Brill und Gordan gemacht haben , dass p. 1 05 
die Determinanten {n -h w? — l)ten , [n -h m — 2)ten , . . Grades 
vermöge der Beschaffenheit der letzten Colonnen auf den um 
1 niederen Grad gebracht werden können. Zur Zierde gerei- 
chen der neuen Auflage dankenswerthe Originalmittheilungen 
des Herrn Weierstrass p. 47 über successive lineare Substi- 
tutionen und des Herrn Borchardt p. 233 über das gi-össte 
Tetraeder^ dessen Flächen von gegebenem Inhalt sind. Ausser- 
dem bin ich zu besonderem Dank Herrn Kronecker ver- 
pflichtet, dessen Einfluss auf meine Arbeit durch die Anfüh- 
rungen seines Namens sich nur annähernd ausdrücken Hess. 
Im Journal fttr Mathematik erscheinen demnächst Aufsätze, 
welche Herr Kronecker mit Bezug auf diese neue Auflage zu 
redigiren sich hat bewegen lassen. 
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Theorie der Determinanten. 



§. 1. Eintheilnng der Permotationen gegebener Elemente 

in zwei Classen. 

1. Die Elemente einer Complexion, aus welcher Permu- 
tationen abgeleitet werden sollen, werden durch Ordnungszahlen 
unterschieden. Ein Element heisst höher als ein anderes, wenn 
es die grössere Ordnungszahl hat. Bei einer abgeleiteten Com- 
plexion vergleicht man jedes Element mit allen folgenden und 
zahlt, wievielmal einem hohem Elemente ein niederes nachsteht; 
die gefundene Anzahl heisst die Anzahl der Inversionen (d^ran- 
gements, variations) , welche die Complexion enthält*) , z. B. die 
Permutation 02^4%^! enthält 4 Inversionen : «jo^ij «4'^3j ^4^1 7 ''s^i- 

Die Permutationen gegebener Elemente sind von Cramer in 
zwei Classen geUieilt worden, deren erste die Permutationen um- 
fasst, in welchen eine gerade Anzahl von Inversionen vorhanden 
ist, deren zweite die Permutationen mit ungerader Anzahl von 
Inversionen enthält. 

2. Lehrsatz. Wenn in einer Permutation ein Ele- 
ment mit einem andern vertauscht wird, während 
die übrigen Elemente ihre Plätze behalten, so än- 
dert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen 
um eine ungerade Zahl**). 



*) Gramer Analyse des lignes courbes, 4750. Appendix p. 658. 
**) Dieser Satz wurde zur Unterscheidung der Permutationen von BizouT 
aufgestellt (Hist. de Tacad. de Paris 4 764 p. 292) und von Laplace bewiesen 
in derselben Sammlung 4772, II p. 294, einfacher in der hier mitgetheiiten 
Weise von Mollweide demonstratio eliminationis Cramerianae, Leipzig 
484 4 §. 9 und von Gergonne Ann. de Math. 4 p. 450. 

Baltzer, Detem. 3. Anfl. 4 



2 §. 1, ?. 

Beweis. Sind g und h die zu vertauschenden Elemente , h 

das höhere derselben, A die Gruppe der Elemente, welche g 

vorangehen, B die Gruppe der Elemente, welche zwischen g und 

h stehen , C die Gruppe der Elemente , welche h nachfolgen ; ist 

also die gegebene Permutation 

AgBh C, 

und die zu bildende 

AhBg C, 

so rührt die gesuchte Aenderung der Anzahl der vorhandenen 
Inversionen von der Stellung her, welche g und // gegen einander 
und gegen die in B enthaltenen Elemente einnehmen. 

Die Gruppe B enthalte ß Elemente , von denen ßx höher als 
g , ß^ höher als A seien. Dann sind in der Complexion gBh ausser 
den in B vorhandenen Invei*sionen deren ß—ßx+ß^ anzutreflFen, 
weil g höher ist als ß—ßx Elemente von fi, und ßi Elemente von 
B höher sind als h. Anstatt dieser Inversionen kommen in der 
Complexiofti hBg , welche durch Vertauschung von g und h ab- 
geleitet ist, ß—ßi-^^-^ßi Inversionen vor, weil h höher ist als 
ß — ß2 Elemente von Ä, femer h höher als g , und endlich noch 
ßx Elemente von B höher sind als g. Die DiflFerenz dieser An- 
zahlen 

ist ungerade, w. z. b. w. 

3. Durch Vertauschung von jedesmal 2 Elementen können 
nach und nach alle Permutationen einer gegebenen Complexion 
dargestellt werden *) . Die in dieser Reihe der Permutationen an- 
zutreflTenden Inversionen sind abwechselnd von gerader und von 
ungerader Anzahl (2) . Da die Anzahl aller Perrtmtationen gerade 
ist, so giebt es ebensoviel Permutationen der ersten Classe, in 
denen eine gerade Anzahl Inversionen vorhanden ist, als Per- 
mutationen der zweiten Classe, welche eine ungerade Anzahl 
Inversionen enthalten. Jene lassen sich durch eine gerade, diese 
durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen von jedesmal 2 
Elementen aus der gegebenen Complexion ableiten. 

Zwei Peimutationen gehören in dieselbe Classe , wenn eine 
aus der andern oder beide aus einer dritten durch eine gerade 



*) Vergl. Gallenkavp Elem. d. Math. 4850 §. 440 oder des Verf. Eiern, 
d. Math. ätesBuch §. 24. 



§. 1, I. 3 

Anzahl Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen sich ableiten 
lassen. 

4. Analytischer Beweis des Lehriatsei (2) '^). Zur Unter- 
scheidung der Permutationen bilde man bei jeder derselben die 
Differenzen der den Elementen zugehörigen Ordnungszahlen, 
indem man die Ordnungszahl jedes Elements von der jedes folgen- 
den Elements subtrahirt. Eine Permutation enthält soviel In- 
versionen, als unter den erwähnten Differenzen negative vor- 
kommen (4). 

Das Product dieser Differenzen ist eine alter- 
nirende Function der Ordnungszahlen"*"*), welche 
durch Yertauschung von 2 Ordnungszahlen den 
entgegengesetzten Werth erhült. 

Beweil. Nach der Yertauschung von zwei Ordnungszahlen 
haben die einzelnen Differenzen in veränderter Ordnung die- 
selben absoluten Werthe wie vorher, also behält ihr Product 
seinen absoluten Werth. Vereteht man unter i und k zwei be- 
stimmte, unter r und s zwei beliebige andere Ordnungszahlen ; 
unter 

77(,.-,-)(r-fc), JT{r-8) 

die Producte der Factoron, deren allgemeine Foimeln 

{r-i)(r-Ä;), r-* 
sind; bezeichnet man endlich einen der Werthe 4 oder —1 
durch €, so kann das Product der bei einer gegebenen Permu- 
tation zu bildenden Differenzen durch 

t{k^i) /r(r-i)(r-.ifc)i/(r-«) 
dargestellt werden. Wird nun i mit k vertauscht, so bleiben 

II{r'-i)(r'-k) und II{r-s) 
unverändert, und A'-*i erhUlt den entgegengesetzten Werth. 
Also bekommt das Product den entgegengesetzten Werth, 
w. z. b. w. 

Da durch Yertauschung von 2 Elementen der Permutation 
das in Betracht gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, 
so ändert sich zugleich die Anzahl der negativen Differenzen, 



*) Jacobi Delerm. 2 (Grelle J. 22 no. 41). 
**) Fonction alternde nachCACCHT J. de l'öc. polyt. Cah. 47 p. 80, Ana- 
lyse alg^br. ni, 2. — Functio alternans nach Jacobi Grelle J. 22 p. 360. 

4* 



4 §.1, I. 

mithin die Anzahl der vorhandenen Inversionen um eine ungerade 
Zahl, wie oben bewiesen worden. 

5. Die Verlauschung der Elemente einer Complexion heisst 
cyclisch, wenn jedes Element durch das folgende, das letzte 
Element durch das erste ersetzt wird. 

Durch eine cyclische Vertauschung aller Ele- 
mente erhält man aus einer gegebenen Permutation 
eine Permutation derselben oder nicht derselben 
Glasse, je nachdem die Anzahl der Elemente unge- 
rade oder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung von 
n Elementen lässt sich durch Vertauschung des ersten Elements 
mit dem zweiten , dritten u. s. f. , also durch n — 4 Vertau- 
schungen von jedesmal 2 Elementen erreichen. 

Aus einer gegebenen Permutation kann jede 
andere durch cyclische Vertauschung einzelner 
Gruppen von Elementen abgeleitet werden. Sind z. B. 

7254381 69 
die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permutation, 
und 

2938744 56 

die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden Permu- 
tation , so hoginne man mit dem ersten umzustellenden Element 
der gegebenen Permutation , und ersetze der Reihe nach 7 durch 
2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 durch 5 , 5 durch 3 , endlich 3 durch 
das Anfangs ausgestossene Element 7. Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen und deren cyclische Vertauschung 
vollendet. Hierauf ersetze man aus der Reihe der noch übrigen 
Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, womit die cyclische Vertau- 
schung einer zweiten Gruppe von Elementen sich schliesst. Das 
noch übrige Element 4 ist durch ein anderes nicht zu ersetzen. 
Demnach ist durch 2 partiale cyclische Vertauschungen aus der 
ersten Permutation die zweite abgeleitet. 

Wenn man jedes der Elemente , welches bei der eben be- 
schriebenen Ableitung einer Permutation aus einer andern durch 
sich selbst zu ersetzen ist , als eine besondere Gruppe mitzählt, 
so gilt die Regel : 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Classe 
oder nicht, je nachdem die Differenz der Anzahl 



§.2,1. 5 

ihrer Elemente und der Anzahl derGruppen, durch 
deren cyclische Yertauschung die eine Permutation 
aus der andern abgeleitet werden kann, gerade 
oder ungerade ist*). Bestehen nämlich die gegebenen Per- 
röutationen aus n Elementen , lässt sich aus der ersten die zweite 
dadurch ableiten , dass man die Elemente in p Gruppen von a^ , 
02 , a3 , . . Elementen vertheilt, und die einzelnen Gruppen durch 
cyclische Vertauschungen umbildet, so können die vorzunehmen- 
den cyclischen Vertauschungen durch 

(a,-4) + (ot,-4) + (a,-4) + .. 

Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. 
Nun ist 

also kann die zweite Permutation aus der ersten durch ti'—p Ver- 
tauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. 

Um die Elemente der ereten Gruppe an ihre neuen Plätze zu 
bringen , sind nicht weniger als aj — \ Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen erforderlich u. s. f. , daher kann eine der 
gegebenen Permutationen aus der andern nicht durch weniger 
als n—p Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet 
werden. Im obigen Beispiel ist p=3, n—p=: 6, folglich gehören 
die gegebenen Permutationen derselben Glasse an. 

§. % Determinante eines Systems von n^ Elementen. 

1. Wenn m Zeilen (Horizontalreihen, lignes) von je n Ele- 
menten, oder von der andern Seite betrachtet n Colon nen 
(Verlicalreihen) von je m Elementen zu unterscheiden sind , so 
werden die Elemente im Allgemeinen zweckmässig durch 2 
Numern (indices, suffixc) bezeichnet, deren erste die Stelle 
der Reihe, deren zweite die Stelle des Elements in der Reihe 
angiebt**), z. B. 



«11 


Ol« 


• 


• 


Oll. 


«.1 


a„ 


• 


• 


«w 


• 


• 


• 


• 


• 


«mi 


Offt« 


■ 


• 


^mn 



*) Caucbt J. de r^c. polyt. Cah. 47 p. 42. Anal, alg^br. Note 4. Jacobi 
Det. 3. 

**) Diese Bezeichnung ist zuerst von Leibniz angewandt worden. S. des- 



6 §. 2, <. 

Statt o,jt schreibt tnan auch a,-<*) oder {ik) . Wenn m = w, 
so heisst die Reihe der Elemente vom ersten zum letzten 

die Diagonal reihe des Quadrats der Elemente. 

2. Definition. Unter der Determinante des Systems 
von n^ Elementen, welche in n Reihen von je n Elementen 
stehen und von denen das kle der /ten Reihe durch a^j^ bezeich- 
net wird, versteht man das Aggregat der Producte von je n 
solchen Elementen , die sämmtlich aus verschiedenen Zeilen und 
Colonnen entnommen sind. Das Anfangsglied der Determinante 
ist das Product der Elemente der Diagonalreihe 



a„ ttj, . . a„f^ 



Aus dem Anfangsglied werden die übrigen Glieder abgeleitet, 
indem man die ersten Numern unverändert lUsst und die zwei- 
ten permutirt. Die einzelnen Glieder werden positiv oder negativ 
genommen , je nachdem die Permutationen der Numern , durch 
welche sie entstanden sind, derselben Classe angehören als die 
erste Complexion der Numern, oder nicht. 

Die Determinante von n^ Elementen heisst nten Grades, 
weil ihre Glieder Producte von n Elementen sind. Sie hat 
1 . 2 . . . n Glieder , welche zur Hulfte positiv , zur andern Hälfte 
negativ sind (§. 1 , 3) , unter denen aber entgegengesetzt gleiche 
nicht vorkommen, so lange nicht besondere Reziehungen zwischen 
den einzelnen Elementen stattfinden. Man bezeichnet die Deter- 
minante nach Caughy und Jagobi durch Einschluss des Systems 
der Elemente zwischen Golonnenstriche , oder durch das mit dem 
Doppelzeichen ± unter ein Summenzeichen gesetzte Anfangs- 
glied , oder nach VaxNdermonde durch Aufstellung der Reihe der 
ersten Numern, welche zur ünterecheidung der Elemente dienen, 
über der Reihe der zweiten Numern *) : 



sen Brief an L'H6pitaI 1693 April 28 in Leibniz math. Schriften herausgeg. 
von Gerhardt II p. 239. 

*) Caüchy J. de l'öcole polyt. Cah. 4 7 p. Ä2. Jacobi Det. 4 und Grelle 
J. 15 p. H5. Vanderiionde M^m. sur r^limination 4774 (Hist. de Tacad. de 
Paris 1772, II p. 517). Die Determinanten sind von Leibniz (I. c.) erfunden 
worden, der mit Hülfe derselben die Resultante von n linearen Gleichungen 
für n— 1 Unbekannte, sowie die Resultante von 2 algebraischen Glei- 
chungen für eine Unbekannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder 
dier Determinanten ist Cramer (vergl. §. 1, 1) zu nennen. Die von Caüchy 
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«u (»12 . . «m 



Beispiele. 



= -2" ± a^ a 



^ I 2 



22 • 



'*'"»■"< 1 2 



» _ /1 2 . . n\ 
11 "" V 2 . . ny 







a b 


a 6 c 


• 


«1 ^1 


«1 ^1 c» 


= o6,C3 — db^c 


flj ^2 C« 







= o^i — a,6 . 



a b c d abiC^d^—abiC^d.^-hah.^c^di'-'ab^Cid^'hab^Cid^ — ab^c^di 

a, 6i Ci d^ — ai&Cjidj+aiftCjdj+ajftjjCd,— öiftaCjd— ajftjCdg+öi&aCjd 

ttj 6j Cj dj +a26Cidj— aj^Cgdi— a26|Cd,+a26|Cgd+a26,cdj— ajftjCjd 

a, 63 Cj d, — a,6Cid2+Ö36Cjdi+a36iCd2— aj&jCjjd— ajftjCdj+ajftjCjd . 

3. Die Glieder derDeterminante^frönnen aus dem 
Anfangsglied auch dadurch abgeleitet werden, dass 
man die ersten Numern permutirt, während die 
zweiten ihre Plätze behalten. Bei dem ersten Verfahren 
nimmt man der Reihe nach aus jeder Zeile Elemente, welche 
verschiedenen Colonnen angehören ; bei dem zweiten Verfahren 
nimmt man der Reihe nach aus jeder Colonne Elemente, die 
verschiedenen Zeilen angehören. Irgend ein Glied a^p a^q ^hr- •> 
welches beim ersten Verfahren durch Vertauschung von a^ mit 
Oip, von a22 mit 02«, von ^133 mit 03^, . . gebildet worden ist, 
einlebt sich beim zweiten Verfahren durch Vertauschung von 
Opp mit Oip, von a^^ mit ajg, von a^^ mit 03^, ... In beiden 
Fällen werden gleichviel Numern mit andern vertauscht , folglich 
erhält das abgeleitete Glied bei dem zweiten Verfahren dasselbe 
Zeichen, als beim ersten. Z. B. aus 



entspringt 



«II ^«22 ö»8 «44 «66 «•« 



«18 «22 «31 «4« «66 «66 



indem man die zweiten Numern 1, 2, 3, i, 5, 6 mit 3, 2, 1,4, 6, 5 
vertauscht. Dasselbe Glied kann man aus dem Anfangsglied 

eingeführte Benennung Determinante ist von den nach dem obigen Gesetz 
gebildeten Aggregaten hergenommen, welche Gauss (Disquis. arithm.) De- 
terminanten der quadratischen Formen genannt hat. Später hat Caucht 
(Exerc. de Math. ,«Exerc. d'Analyse) den Namen Determinante wieder mit 
fonction alternde und mit dem von Laplace (vergl. §. i , %) gebrauchten 
Ausdruck Resultante vertauscht. 



8 §. 2, 3. 

auch dadurch finden, dass man die ersten Numern 3, 2, 1^ 4, 6, 5 
der Reihe nach in 4 , 2 , 3 , 4, 5, 6 verwandelt. Bei dem einen 
wie bei den andern Verfahren werden 4 Numern durch andere 
ersetzt und in beiden Fällen erhält das abgeleitete Glied dasselbe 
Zeichen. 

Zwei Systeme von der Art, dass die Zeilen des einen mit deiT* 
Colonnen des andern übereinstimmen, 



haben einerlei Determinante 2 ±0^1 022 . . «nn- Denn jedes 
Glied der einen Determinante kommt in der andern mit dem- 
selben Zeichen vq|^ 

4. Lehrsatz. Die Determinante wechselt das Zei- 
chen, wenn im System der Elemente eine Reihe mit 
einer parallelen Reihe vertauscht wird. Die Deter- 
minante verschwindet identisch, wenn die Ele- 
mente einer Reihe denen einer parallelen Reihe 
einzeln in derselben Ordnung gleich sind*). 

Beweis. Ist R die gegebene Determinante, R' die durch 
Vertauschung von 2 parallelen Reihen der Elemente abgeleitete 
Determinante, so enthält R' dieselben Glieder als R mit ent- 
gegengesetzten Zeichen. Denn das Anfangsglied von R' entsteht 
aus dem Anfangsglied von R durch Vertauschung von 2 ersten 
oder 2 zweiten Numern, kommt also in R mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen vor. Alle andern Glieder von R\ welche aus 
deren Anfangsglied durch eine ungerade (gerade) Anzahl Ver- 
tauschungen von jedesmal 2 Numern hervorgehen, entspringen 
aus dem Anfangsglied von R durch eine gerade (ungerade) An- 
zahl solcher Vertauschungen. Mithin kommen alle Glieder von R' 
in R mit den entgegengesetzten Zeichen vor, d. h. fi' = — it. 

Sind die in 2 parallelen Reihen stehenden Elemente ein- 
ander der Reihe nach gleich , so wird durch Vertauschung dieser 
Reihen JR in — fi verwandelt, das System der Elemente bleibt 



*) Vandermonde I. c. p. 548 u. 522. Laplace Hist. de I'acad. de Paris 
4 772, II p. 297. 
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aber bei dieser Verlauschung unverändert, d. h. — Ä=ii?, folg- 
lich Ä = für beliebige Werlhe der Elemente. Z. B. 
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«31 
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«ni 


««1 
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Ueberhaupt : wenn sowohl t, A", / , . . als auch r, s, t, . 
bene Permutationen von 1 , 3, . . , ?t bedeuten , so ist 



gege- 



««V «M «rt 

«Ar «it* «A« 
«ir ««* «« 



== < 



'II 



'ffi 



'in 



'nn 



«r» «r* «r« 
««t «** «*« 
«<» ^tk ^tl 



worin € die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem 
die gegebenen Permutationen einer Classe angehören oder nicht. 

5. Lebrsati. Wenn die in einer Reihe stehenden 
Elemente des Systems mit Ausnahme eines einzigen 
verschwinden, so reducirt sich die Determinante 
des gegc benen System s auf das Product des erwähn- 
ten Elements mit einer Determinante vom nächst 
niederen Grade*). 

Beweif. Ist 



H = 



«11 • • «in 



■ • 



«ni • • ^nn 



und unter den Elementen 



«M «12 



'tn 



*) Jacobi Det. 5. 
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nur Ogjt Yon verschieden , so mache man im gegebenen System 
die tte Zeile der Elemente zur ersten Zeile und die kie Colonne 
zur ersten Colonne, so dass R durch (*— 1) -h (fc— -1) Zeichen- 
wechsel (4) in 






a 



ti 



»n 






U» 



>in 



! 



««& 



•«i 



übergeht) wo € = (— 1 ) *"*■ ^. Nach der Voraussetzung verschwinden 
die Glieder von eR, in welchen die erste unter den zweiten 
Numem von k verschieden ist. Daher reducirt sich eR auf die 
Glieder, welche aus dem Anfangsgliede 

durch Permutation der zweiten Numern I, ^, . . , /:— 1, A-hf , .., n 
nach Ausschliessung von k hervorgehen, d. i. auf die Glieder 
einer Determinante (n— l)ten Grades (^) , welchen der Factor a,jt 
zugesetzt ist , also 



f Ä = a 



ik 



a 



11 



««-1,1 
«•+1,1 



vti 



«i,A-i «1,^ + 1 



. . a 



in 



worin e die angegebene Bedeutung hat. 
Beispiel. 

1 «i a, aj a^ ' 
6i 62 63 6^ 

^1 ^i ^3 ^4 
({3 







«1 «. «4 


■w 


-rfa 


61 62 b^ 

C, Cj C4 



4 


a, flj a^ 




6. 6, 6a 







61 6, 63 




1 2 "3 










Cj C, C3 


= 





Cj C.^ C3 




rf, dj dj 







d| dj da 







4 

6 6i 6, 63 

C Cj Cj C3 

d d, d2 da 



6. Umgekehrt folgt, dass jede Determinante als Deter- 
minante von einem höhern Grade dargestellt werden kann , z.B. 
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^n + i^n-t-i *n + 2,i 
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u. s. w. Die Elemente 



««4« 8,1 • • ^H + 2^n «« + 2,n + i 



welche in der £ntwicke]ung der iransformirten Determinante 
nicht angetroffen werden, können jeden beliebigen Werth anneh- 
men, also auch verschwinden. 

7. Wenn alle Elemente verschwinden, welche auf einer 
Seite der Diagonalreihe stehen , so reducirt sich die Determinante 
des gegebenen Systems auf ihr Anfangsglied. 



«11 «l« «18 • • «l« 



(*22 23 * • f*. 
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«33 • • «»n 



. . a 



nn 



= a 



11 



«22 «M • • «t« 

0,3 . . a^j^ 



. . a 



nn 



u. s. f. (5) 



~" «11 «22 • • ««» • 



§. 3. Entwickelung einer Determinante nach den in einer 

£eihe stehenden Elementen. 

l. Bestimmung des Coefficienten a^-^^, welchen 
das Element a^j^ in der Determinante R = 2±an . . a^^ 
hat. Um die Glieder von Ä, in denen a^j^ vorkommt, übrig zu 
behalten , setze man die Elemente einer Reihe , welche das Ele- 
ment a,j^ enthält, gleich mit Ausnahme von a,-^ . Setzt man 
dann \ an die Stelle von a,jj., so findet man den gesuchten 
Coefficienten 



^ik = 



a 



11 



«i,A-i «lA «i,& + i 



. . a 



in 



«•-1,1 




aj_i,A;-i «»-I,* «»- 1,^ + 1 • • «i-i,« 
10 



a 



» + i,i • • «» + 1,* — 1 «» + i,A «» + i,* + i • • «t + i,w 



'ni 



««,fc-i «»^ ^n,k + i ' ' « 



nn 
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welcher sieh als Determinante (n— Ijten Grades darstellen lässt 
(§. 2, 5). Wenn man die iie Zeile zur ersten Zeile und die Ate 
Golonne zur ersten Colonne macht, so finden (< —1) -h (Ä: — 1) 
Zeichenwechsel in a,j^ statt (§. 2, 4), folglich ist 



a,^=(-4)»H-* 



a 



11 



ö»~i,i 



»»•*■!, 1 



'm 



*i,Ar-i «i,& + i 



. . a 



in 



= (-<) 



• + Ac 



4 2 . . f-4 f+4 . . Ä Ä+l . . » 

4 2 . . i-4 i . . Ä;-4 &+4 . . n 

Wenn insbesondre jedes Element a^^ verschwindet, für 
welches A: > e ist , so verschwindet a,jt . Denn die Elemente der 
Diagonale verschwinden zum Theil, während alle einerseits der. 
Diagonale stehenden Elemente verschwinden. 

Durch ein analoges Verfahren leitet man aus R den Coeffi- 
cienten ab, welchen das Product o^^a^^ in R hat, indem man 
\ an die Stelle von a,;j. und a^^ setzt und an die Stelle der 
übrigen Elemente , welche die in a^j^ und a^^ sich schneidenden 
Reihen des Systems enthalten. Dieser Coefßcient reducirt sich 
auf eine Determinante (n--2)ten Grades u. s. f. 

2. Bestimmung von a,jj. durch cyclische Vertau- 
schung. Um aus R eine dem absoluten Werth nach gleiche 
Determinante, deren Anfangselement a,-^ ist, durch cyclische 
Vertauschung abzuleiten, hat man nach einander i— 1 cyclische 
Vertauschungen der Zeilen und k — 1 cyclische Vertauschungen 
der Colonnen vorzunehmen, wodurch 

(i-H-Ä-1)(»-4) 

Zeichenwechsel eintreten (§. i , 5) . Daher ist (I ) 



ai^=(-1)("-*)(» + *) 



öi,* + i 



«i + i,» «» + 1,1 



«» + i,A-i 



«»-i,A + i 

Bei Determinanten ungeraden Grades können die Coefficien- 
ten a^/fc aus a^ durch cyclische Vertauschung ohne Zeichen- 
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Wechsel abgeleitet werden. Zu recurrenter Bildung der Deter- 
minanten hat man demnach 



a b c 
fli ^ <^i 

0« ^2 Cj 


= a 


b, c, 
6., c. 


+ «1 


6, c, 
6 c 


+ a. 


b c 
6, Cj 



a & c d 
«i ^ Cj dl 

«2 ^2 ^2 ^2 



a, 6. 



'3 -s <^8 <*a 





b, c, d, 




6, Cj d. 




<»s Ca d. 




6 c d 


= a 


6« Ca d.. 


-Ol 


6. Cg dg 


+ 0, 


6 c d 


-«3 


6i Ci dl 




&3 «^s <*• 




6 c d 




6, Ci dl 




c, c, d. 



3. Lehrsatz. Wenn a,j^ den Coefficienten des Ele- 
ments a,j^ in der Determinante 12 bedeutet, mithin 
dijc^ik d^s Aggregat der Glieder von I?, welche das 
Element a^'j^ enthalten, so haben die Summen 

«n «*i + «12 «ib + • •+ <»m «it« > 
«i« 0|* + »2« 02it + • • + «m «wA 

den Werth R oder 0, je nachdem die Numern i und Ä 
gleich oder ungleich sind. Die Determinante ist eine 
homogene lineare Function der Elemente, welche in 
einer Reihe stehn*). 

Beweis. Jedes Glied von R enthält je eines der Elemente 



'»1 > 



"«2 * 



y « 



I« > 



welche die ite Zeile ausmachen. Nach der Voraussetzung ist 
a,i a,i das Aggregat der Glieder von I?, welche dös Element a,i 
enthalten, u. s. w. Daher 



R = a,-, a,-, + üi^ 



^in «in 



Auf demselben Wege findet man die Identität 

Setzt man hierin 

«fi = ö*i > ««2 = «*2 » • • oder öl,- = a^^ , o.^,- = d,;^, . . 
so erhält man Summen, welche den Determinanten von Syste- 
men gleichgelten, in denen die Elemente einer Reihe den Elemen- 
ten einer parallelen Reihe einzeln gleich sind. Diese Determi- , 
nanten verschwinden identisch (§. 2, 4). 

4. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, 
hat man alle Elemente einer Reihe mit demselben zu multiplici- 



*) Gramer I. c. Caucht 1. c. p. 66. Jacobi Det. 6. Die aus diesem Satze 
für n = 3 entsprinj];enden Identitäten finden sich bei Lagrange sur les 
pyr. 7. (M^no. de l'acad. de Berlin 1773). 



u 
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reu. Den gemeinschaftlichen Factor aller Elemente einer Reihe 
kann man vor die Determinante setzen. Z. B. 

a b c 

«i ^1 Ci 

«2 62 Cj 

Diess ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form 
aa-hai ai-l-a2a2 oder aa-hfc/J+cy vorgestellt wird. Ferner ist 





pa b c 




pa p6 pc 


= 


pa^ 6, Ci 


=s 


a, b^ c 




pflj 62 C2 




O2 62 c 



a 6 
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b 






sr 




« 


0, b^ 




-fli fe, 


/ 




a 


6 c 






a 


b c, 


= 06 




a 


6 Cj 







ä 5 c 
a 6| Ci 
a &2 ^2 



= a 



1 6 c 
1 62 ^2 



4 4 

1 i 



c 
c. 



4 4 C2 



= 



Wenn die Elemente einer Golonne (Zeile) des Systems sich zu 
einander verhalten , wie die Elemente einer andern Colonne 
(Zeile) , so verschwindet die Determinante identisch. 

5. Sind alle Elemente einer Reihe Aggregate von m Gliedern, 
so lässt sich die Determinante in das Aggregat von m Determinan- 
ten auflösen. Wenn 

«II = Pi + 9i + n + . . 

«12 = P« + ^2 + ^« + . . 



so ist 



R = nj. a.-, + ttio «,•« + . . + 



'11 "*«! 



«2 '*t2 



'tn *«« 



Pi a»i + P2 ai2 + . . + Pn «m 
+ r, a,-, + r2 «,2 + . . + r^ a,„ 



Die einzelnen Determinanten , in welche R sich zerlegen lässt, 
entspringen aus l\ , indem an die Stelle der Elemente 



die Glieder derselben 



öfi «i« 



Pi P2 



a 



tn 



Pn 
Qn 



u. s. w. der Reihe nach gesetzt werden. Z. B. 

a •\- a' öj ttg 
b-¥b' b, 62 
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«I 


«2 




a' a, «2 
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6' 6i 62 
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c' Cj c. 



§• •■^) 6- 
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a" 
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c' 


c" 







c' 


c" 


t 
t 



o' rt" 
6 b' b" 



c c 



■Jf 



6. Der Werth einer Determinante wird nicht verändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem belie- 
bigen gemeinschaftlichen Factor multiplicirlen Elemente einer 
parallelen Reihe addirt"^) 

a + pb b c 

a, + p6, 6i c, 

(vei^l. 3. u. 2.) , wovon die zweite Determinante identisch ver- 
schwindet (§. S, 4). 





a b c 




6 6c 


= 


Ol K c, 


+ P 


6, 6, c. 




a, 64 Cj 




b., b., r. 



Beispiele. 



I X — o 1/ —6 



a + ir o'+a? 
b-\-x 6' + aj 



4 a: — a y ^6 
4 a^j-a y,-6 
4 iCj— a 1/,— 6 
4 a — rt 6 —6 
1 j: — n 1/ —6 
1 T,— a y^ — b 

10 

= 4 a + xo' + a; 
4 6 -4- .T 6' + .T 
1 \ 
— X 



\ X y 

4 X., 1/2 
4 a 6 
^ (c y 

\ —X —X 

i a a' 
\ b b' 



(vergl. §. 2, 6.) 



a a' 
6 6' 



1 a a' 
4 6 6' 



4 4 4 4 
4-4-4 4 
4-4 4-4 
4 4-4-4 



4 

-2 







2 

-4 



= 46 



Wenn man in der Determinante wten Grades 






die nte Colonne mit a^_i multiplicirt und dann von dieser Co- 
lonne die mit a^ multiplicirte vorhergehende Colonne subtrahirt ; 
wenn man auf dieselbe Weise die [n — 1)te, . . Colonne trans- 
formirt , so findet man 



"*") Jacobi Grelle J. 23 p. 374. 
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§. 3, 6. 



Sa^ . . a„_i = 



• ^n — 1 ^n ~ '^n ^« — I 



C, QiC^ '— ÖjC, 



und daher die Determinante (n— 1)4en Grades 



iSd^ . . öji «. i — 






Wenn die Elemente ganze Zahlen sind , so kann die Deter- 
minante ohneMultiplication reducirt werden, indem man einzelne 
Reihen durch Verbindung mit parallelen Reihen transformirt , bis 
dass ein Element ± 1 geworden ist*). 



43 


28 


5 




4 


-44 


-22 




4 








9 


5 


9 


= 


9 


5 


44 


=r 


9 


434 


209 


4 


14 


44 




4 


44 


9 




4 


70 


97 



Von der Uen Zeile wurde die 3te Zeile 3fach subtrahirt, zur 
2ten und 3ten Golonne wurde die Ite Colonne 14fach und ?2fach 
addirt. 



Die Deterininante 



a 
b 

c 
d 



b 
a 
d 



c 
d 
a 

b 



d 
c 
b 
a 



ist durch a-ht-i-c+rf, a—b^c-^dj a—b-^c^-dj a-^b^c-^d 
theilbar, also auch durch das Product dieser Factoren. Der 
Quotient ist 4 . 

Die Determinante 

ax + a*y + a"z a* a" 

bx + Vy + V'z b' b" 

ex + c'y + c"z c' c" 

verschwindet, w^enn ,t, y, z von Null verschiedene Werthe 
haben , für welche zugleich 

yflx + a'y 4- a"z = 

bx + b'y + b"z = 

ex + c'y + c"z = . 



a 

1 


q! 


a" 


4 


1 
b 


V 


6" 








X 


c 


c' 


c" 





') Vergl. Kronecker Berl. Monatsbericht 4866 p. 609 



§. 3, 8. 
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7. Wenn man 



fb\ ^ 6(6-4) . 

\kj 4.2 



(6-Ä+4) 



k 



setzt, so ist 



R = 



4 
4 



/c+m\ /c+m+4\ 

VW \ * J 

/c+oi+lN /c+ro+äX 






2 



•) ■ ■ ("■;-') 



= 4 



er) c 

Denn zufolge der IdentiUU 

/c-hnX ^ /c+n— 4\ _ /c+n— 4\ 

V * / V Ä ; - V /^-w 

erhält man nach Verminderung jeder Zeile um die vorhergehende 
' /c-k'fn^ /c+m+4\ /c+2m— 4\ 

■ :' y I ) { t ) ■{ ,. ) 

• ■ CT') ■ ■ {'TT') 



Asr 



CT) 



/c+8m— 2\ 

V m-4 ; 



Vollzieht man dieselbe Operation an den letzten m— I , m-~2, . . 
Zeilen, so worden alle Elemente der Diagonale i , während alle 
Elemente einerseits der Diagonale verschwinden. Daher ist 
R= \ , unabhängig von c und m. 

8. Multiplicirt man in der Determinante (die leeren Stellen 
des Systems enthalten verschwindende Elemente) 



B = 



0« ^i 

fl, -6, 



a. 



a«- 



-6. 6, 



n — i 



"n — 2 ^n 



a 



n 



-^»-i 



die Zeilen der Reihe nach mit fco » ^n • • ) ^n » ^^^ addirt dann 
zu jeder Zeile die folgenden Zeilen , so erhält man einer Deter- 
minante, die sich auf ihr Anfangsglied reducirt, nämlich 

B 6^6, . . 6,, = (-4)" [a^b^ + . . + aM 6,6, . 616, . . 6„_ i6„ . 
Baltxer, Determ. 3. Aufl. ^ 
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Daher ist 



§. 3, 8. 



B = (-4)« (ao^o + . . + aM b,b^ . . 6,,- 1 *)• 



9. Wenn die Elemente a^j^ und Oj^,- gleich sind , und jedes 
in der Diagonale stehende Element a^^ der Summe der mit ihm 
in einer Reihe stehenden Elemente entgegengesetzt gleich ist , so 
verschwindet die Determinante 2±a^i .. a„,|, und alle Ele- 
mente haben in der Determinante gleiche Coefficienten **) . 

if. Alle Elemente einer Zeile von 



a,9 . . a, 



0« 



*«•• 



Verschwinden zufolge der Voraussetzung, wenn man zu derselben 
Zeile alle übrigen Zeilen des Systems addirt. Also verschwindet 
die Determinante. 

Wenn man in dem Coefficienten von üqq 



«.. - 



•II 



•in 



**«! • • ^nn 



zur ften Zeile die übrigen Zeilen addirt, so kommen in die ite 
Zeile die Elemente 



— «•! — «•« 



— a 



•n 



Addirt man nun zur kten Colonne die übrigen Colonnen, so erhält 
man in der kien Colonne die Elemente 

Indem man noch die transformirten Reihen voranstellt, findet 
man 



«•. = {-<)•** 



a 



•• 



«• - 1,1 



a 



» •♦• i,« 



a 



no 



«•,*-! «•,*•*•» 



. . a, 



•n 



= «<* 



10. Die aus ?n — 1 Grössen gebildete Determinante nten 
Grades 



*) Hermite Liouv. J. 44 p. 26. 
"**) BoRCHARDT BeH. Monatsbericht 4859 p. 880 und Grelle J. 57 p. 444. 



§. 3, \0. 



49 



i> = 



a, . . a 






«W-l 



•w 



«v»-» 



bleibt unverändert , wenn an die Stelle der Grössen die Anfangs- 
glieder ihrer Differenzen-Reihen gesetzt werden *) . 

Beweis. Man bilde aus der Reihe der gegebenen Grössen 
die Reihen ihrer ersten, zweiten, . . Differenzen, indem man 
jedes Glied von dem folgenden subtrahirt : 



^. 



^.. 


^.. 


A, 


^. 


-4.. 


-^.. 




^'. 


Ax 



^4 



Subtrahirt man nun in P von der nten, (?] — f)ten, 
die jedesmal vorhergehende, so erhält man 



. Colonne 



i> = 



^11 



• • -^i ,n — B 



^H — I -^1 ,M — I • • ^'\ ,«n — 



Indem man dieselbe Operation wiederholt an den neuen Colonnen 
vollzieht, findet man 



P« 



^1 









*M— I -^1,«— 1 -"«,«- I • • -^H— l,M — 



Fuhrt man die angegebene Reihe von Operationen auch an den 
Zeilen der zuletzt gefundenen Determinante aus , so erhält man 





«t 


A 


^^ . . 


A-i 


i>=: 


• 


• 


/1^ . . 

• * • 


• 




^»-\ 


^« 


^n •♦■1 * • 


^«,n-« 


was zu beweisen w 


'ar. 









*) H. Hamkel über eine besondre Classe der symmetrischen Deter- 
minanten. Göttingen 4864. Das System an .. a„„ heisst symmetrisch, 
wenn a^j^ =s a^^^. Das obige besondre System ist von Sylvester persym- 
metrisch » von Hankel orthosymmetrisch genannt worden. 

2* 



so 



§. 3, 4 0. 



Ist insbesondre aj^ eine ganze Function wten Grades von k, 
so bilden wie bekannt die Grössen Oq , % , a 2 , . . eine arith- 
metische Progression rwter Ordnung, und die Glieder ihrer' mten 
DiflFerenzen - Reihe haben den gemeinschaftlichen Werth ^^ 
= 1 . 2 . . . wi , weshalb Jfn-^i , ^m+2 > • • verschwinden. Wenn 
nun n — 1 = w? , so wird (§. 2, 7) 



P= (-4) 



* (4.2.. .m)"»-^* 



Während P verschwindet, wenn n — 1 <w. In beiden Fällen 
können statt der Grössen a^j a^ , 02 , . . auch die Grössen o,- , 
fli+i , Oi+2 > gesetzt werden. 

Wenn z. B. c eine beliebige Zahl ist und 

m ) 
so hat man 



4 . 2 . . . m 



P = 



(c-^m\ ' /c+m+1\ /c+2m\ 

m ) \ m ) ' ' \ m J 



m ) 



( 



c+2m\ 
m ) 



er) 



»l(lW+l) 



= (-<) 



11. Wenn manausÄss^jfcoii .. a^^undS=-^±6ii .. 6^^ 
neue Determinanten ableitet, nämlich t^j^ aus H dadurch , dass 
man die zte Colonne von R durch die Ate von S ersetzt , und iij^j^ 
aus S dadurch , dass man die Ate Golonne von S durch die kV^ 
Colonne von iß ersetzt, so hat die Summe 

den Werth RS oder , je nachdem i = i oder nicht*) . 

Beweis. Bezeichnet man die Goefficienten der Elemente a,jt 
und 6|jt in R und S durch a^^ und ßn^^ so hat man (3) 



*) Dieser Satz ist in einem allgemeinen Satz enthalten , der von Syl- 
vester (s. unten §.4, 4 0) herrührt. Den hier mitgetheilten Beweis hat 
Brioscbi Det. (39) gegeben. Die einfachsten Fälle des Satzes kommen bei 
Bezout (6quat. algöbr. 4 779 §. 220) vor. Die entsprechenden geometrischen 
Sätze (vergl. unten §. 4 5) hat Monge 4 809 abgeleitet (Journ. de l'^c. polyt. 
Cah. 45 p. 68) und auf anderm Wege Möbiüs (baryc. Calc. §. 466 u. 474). 



§. 3, 12. 
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^1 =» ^11 «!<+••+ &ni «nt 



folglich 



'•i /^n + • • + Un ß\n = «it ^ 



'•i ßm + . . + Un ßnn = ^ni ^ 

folglich 

Nun ist «1^ Ai H- . . H- «nfc/^ni = ^lÄ? "• s. w. 
Beispiele. Schreibt man zur Abkürzung 



+ O'nk ßnn) 



[ab] 



Statt 



a 



b 



a 
a. 



(dbc) 
h 



(abcd) 



• • 



c 



a 


b 


c 


d 


«1 


^ 


Cx 


«». 


«2 


h 


c» 


<j. 


«8 


b. 


^8 


d. 



• • • 



so erhält man 



[bc] [ad] + {ca) (bd) + (a6) (cd) = 

{bcde)[ael) - {cda)(bef) + {dab)(ceD — (abc){def)^ 

[bcde)(afgh) + (cdea]{bfgh) + {deab){cfgh) 

+ (ea6c) (d/]7Ä) + (aöcd) (e/J/A) = u. s. w. 

12. Bestimmung von a,-^ durch Differentiation. 
Wenn die Elemente des Systems von einander unabhängig 
sind, so kommt bei der Differentiation von R (I) in Bezug auf 
a,jt nur das Aggregat a^j^ a^j^ in Betracht. Nun ist a,-^ von 0,-^ 
unabhängig, folglich kann der Coefficient von a^jg in ß durch den 
partialen Differentialquotienten 

ausgedrückt werden *) . 

Der Coefficient von a,-^ a^^ in R erscheint als Coefficient 
von Ofs in a,j^ und kann demnach durch Differentiation von a,';^ 
nach a^g gefunden, mithin durch 



*) Jacobi Det. 6. 40. 
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-§. 3, ^2. 



ausgedrückt werden. Aus diesem Goefficicnten lässt sich der 
Coefficient von o,.^ a,-^ in H ableiten , wenn man i und r , d. h. 
die zte Zeile des gegebenen Systems mit der rten vertauscht. 
Dabei erleidet R einen Zeichenwechsel , also ist der gesuchte 
Coefficient 

b^R d'fl 

Analog lässt sich der Coefficient von a^j^ a^^ a^^ in R be- 
stimmen. Man findet dabei Relationen zwischen den dritten par- 
tialen DiflFerenlialquotienten von R u. s. w. 

13. Sind die Elemente des Systems, welche dieselben 
Numern in umgekehrter Ordnung haben , z. B. a^f^ und «j^,- , von 
einander abhängig, so sind auch die Determinanten mten Grades 



P = 



ö»r «w «rt • 
Hr «*« «A« • 
«/r «i« ö« • 



(? = 



Oyi a^k a^i 
««» «** ««« 
«« ««* «w 



deren eine aus der andern dadurch entsteht, dass die Reihe der 
ersten Numern mit der Reihe der zweiten Numern vertauscht 
wird , von einander abhängig. 

1. Wenn insbesondere a^,- = ea^j^ , wobei € entweder 1 oder 
— 1 bedeutet, und in dem zweiten Falle die Elemente «n , «22 > •• 
als verschwindend vorausgesetzt werden, so erhält man durch 
Multiplication jeder Colonne mit £ 



^mp^ 



*ri 



•«• 



«r* ^sk ^tk 
f^rl ^sl ^tl 



üri a^k ^rl 
««» ««* ö,, 
«« ^tk <^tl 



== Q 



Ist die Reihe r,s,/, .. eine Permutation der Reihe i^kyl,., 
und €= — 1, m ungerade, so ist Q nicht nur =P (§. 2, 4), 
sondern auch =— P, d. h. die Determinante verschwindet 
identisch. 

IL Wenn die Elemente der Diagonale a^ , «22 > • • real , die 
andern aber complex und paarweise a,-^ und a^|- conjugirt sind, 
so hat die Determinante Ä = J5±aii . . a„^ einen realen Werth *] , 



*) Hermite Comptes rendus 41 p. 481. Grelle J. 52 p. 40. 
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wahrend die Elemente a^j^ und aj^^ in R conjugirte complexe 
Goefficienten a^j^^ und aj^,- besitzen. 

Yertausdit man nämlich in den complexen Elementen V —^ 
mit — >^ — 1, so geht o,j^ in aj^^ über, und die Zeilen des gege- 
benen Systems werden die Colonnen des neuen Systems. Dem- 
nach bleibt die Determinante R unverändert (§. 2,3), also kann 
sie nicht complex sein. Dagegen geht a^g in aj^^ über, so dass 
beide conjugirt complexe Werthe haben. 

14. Wenn R wie oben die Determinante S±aii . . a^^ und 
ex,-^ den Goefficienten von a^j^ in R bedeutet, so ist unter der 
Voraussetzung Oj^^ s a|j^ 

4 bR ♦) ÖR 

Dagegen ist unter der Voraussetzung Qj^^ = — a,j^ und a^^ = 

d. h. bei geradem n 

4 hR 

und bei ungeradem n 

Beweia. Die über R und a,jt aufgestellten Behauptungen 
folgen aus den im vorigen Artikel gefundenen Eigenschaften 
von P und Q (vergl. 4). Femer ist wegen des Zusammenhangs 
zwischen den correspondirenden Elementen a^j^ und aj^^ (12) 

bR baj^i 

Nach der ersten Voraussetzung ist aber af^^ =s a,-;^ , folglich 

Gemäss der zweiten Voraussetzung und bei geradem n ist 
— Qtj^j = Qt^j^, mithin 

Bei ungeradem n verschwindet ^ — identisch, wie jR selbst, 
und die Gleichung 



*) Jacobi Grelle J. 12 p. 20. 
**) Jacobi Grelle J. % p. 354. 
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§. 3, 14. 



ha 

giebt das bereits erhaltene Resultat a^f^ » aj^ . 

15. Differential einer Determinante. Wenn alle 
Elemente des Systems als ven einander unabhängige Variable 
betrachtet werden, so ist vermöge der Gleichung (1 2) 

d/r 

das vollständige Differential *) 



= «lifc 



tk t t 



(ton tti, flj. 



da,,, o^j a„3 



a„ eto,j ttj. 



ö/a <^»a «n« 



+ . 



eine Summe von m^ Gliedern, die man aus a^j^ da^j^ ableitet, 
indem man für i und k alle Numem von I bis n setzt , oder von 
n Determinanten, die man aus R ableitet, indem man die Elemente 
je einer unter den parallelen Reihen durch deren Differentiale ersetzt. 



Beispiele. 



Ä s= 2'± a,, . . a^^ = 



a 26 c 

a 26 c 

b 2c d 

6 2c d 






oft _ oft öa„ 5ft da„ _ 

da " öa,, da 5ä^ da "~ ** " 

oft da,2 oft da„ oft da3, dft öa^ 

00,2 o6 daj3 ob da,, ö6 da^, ö6 



= 2«!, + 2053 + «81 + « 



43 



dft 
de 



= «13 + «2« + 2a3, + 2a 



«3 



dft 

g^ = «33 + «44 



Wenn man durch-^j > !/2) • • gegebene Functionen von x und 
durch y,jt den /rten Differentialquotienten von y,- bezeichnet, so 
verschwindet die Determinante nten Grades 



ft = 



Vi !/ii • • 2/1,» -1 



Vi» 3/ni • • Vn^n^x 



*) Jacobi Det. 6. 



§. 3, 16. 
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wenn die Elemente einer von den ersten n — I Colonnen durch 
ihre Differentialquotienten ersetzt werden. Also ist*) 



dR 
dx 



Vi y 



11 



Vi,n-2 Vin 



>• • 



Sind ^ , ^2 ) • • 7 ^n ^^^ einander unabhängig , und 



««= 



i / / 2 / n— I I 



so findet man 






n _ 






4 f / * 



4 2/| 



^, 



n— 1 



n 



. . (n-4)fj 



n — 3 






I 4 # / « / «-» 

- (_4j»-i. 4 . J .. (n-4] i?„., . 

Ebenso ergiebt sich 

h / H„\ 4. t.^ 



"■'• l. iw) - 



•2 



n — 1 



"n 



• • t • • 

16. Bezeichnet man die Determinante 2±a^^ . . a^^ 
durch /?, und den Goefficienten des Elements a,-^ in i? durch 
*iik> s^ giebt die Entwickelung der Determinante 
(n+1)ten Grades 



") Abkl Grelle J. 3 p. 22. Malmsten Grelle J. 39 p. 94. 



26 



§. 3, 4 6. 



nach den Elementen, welche mit a^o in derselben 
Zeile und Colonne stehn*) 

Die Glieder der Summe weixlen dargestellt, indem man für i und 
k alle Numem bis n ausser setzt. 

Beweis. Die Glieder der Determinante S enthalten entweder 
das Element a^^ oder das Product eines der Elemente a^Q , «20 > • • 
mit einem der Elemente Ooi . ^^2 , * . z. B. a^ a^jg . Das Aggregat 
der Glieder von 'S, in denen Qqq vorkommt, ist a^^R (I). Der 
Coefficient des Products a^ a^j^ in S ist dem Coefficienten von 
^00 ^ik ^^ ^ entgegengesetzt gleich (12), mithin dem Coefficienten 
von a,j^ in R entgegengesetzt gleich. Daher ist — a^j^ der Coeffi- 
cient von a^ Oojfc in S. 

Beispiel. 



:=:a — bb'^cc''-dd' 



a 


6 


c 


d 


b' 


1 








c' 





4 





d' 








1 



17. Ist das System der Elemente symmetrisch, so dass 
a|g^^a^Jg und folglich oiki==^^ik C^)» ^® ^^^^ ^*® Glieder der 
Summe (1 6) , welche aus zwei verschiedenen Werthen von i und 
k entspringen , einander gleich. 



Beispiele. 



a 
b 



'01 



»1 



'M 



a. 



'12 






= aoia^ - abi^^ - a^b^^^ - a,6,j' + ^b^AA* • 



a 


fr.. 


ft„ 


6.. 


».. 


«1 


6„ 


6.. 


6„ 


*.. 


«1 


6.. 


*.. 


fr.. 


ft« 


«1 






*) Caucht J. de l'äc. polyt. Gab. 47 p. 69. 
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Insbesondere ist 




a 
b 

c 



a 




6 


a. 




a 
b 



a 

c 



6 
c 




SS 2a6c . 



c 




SS (oai + 66| — cc^Y — 4aa|fr6| 






Vbb, - y^cc^) . 



4 14 a 6 c 

4 c 6 a 4 1 

4 c a "" 6 4 4 

, 4 ö a c 4 4 

= a* -¥ b* -h c^ " iab "lac - %bc = (a+ 6 - c)' - hob 



§. 4. Zerlegung einer Determinante nach partialen 

Determinanten. 

1. Wenn man aus dem gegebenen System von n^ Ele- 
menten 



'li 



»in 



*n\ 



'nn 



beliebig m Zeilen auswählt, deren Numem durch /", J , ä , . . be- 
zeichnet werden, und von diesen Zeilen m Colonnen behalt, 
deren Numem r, Sj ly,, sind, so heisst die Determinante mten 
Grades 



i> = 



eine partiale Determinante"^) des gegebenen Systems. 



O/r 


"/' 


ö/t . 


V 


V 


V • 


"hr 


0». 


^M • 


• 


• 


• 



*) Jacobi Grelle J. 27 p. 206. 30 p. 436. Von gleicher Bedeutung ist 
D6t. d'un Systeme d^riv6 bei Caucht J. de T^c. polyt. Cah. 47 
p. 96» Minor determinanl bei den englischen, Unterdetermi- 
nante (Sobdeterminante) bei den deutschen Mathematikern, 
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Die partiale Determinante P ist der gemeinschaftliche Divi- 
sor derjenigen Glieder der Determinante fl = 2'±aii . . o^u, 
welche dadurch entstehen, dass von den ersten Numern 
f, Qy h, . . ihre Plütze behalten und die übrigen n—m unter 
einander auf alle Arten vertauscht werden ; oder dadurch , dass 
von den zweiten Numern r , s, t, . , ihre Plätze behalten und 
die übrigen vertauscht werden. Daher ist der Coefficient Q, 
welchen P in Ä hat, eine partiale Determinante (n— w)ten 
Grades, welche sich wie folgt angeben lässt. Sind 

ff 9t hf . . , (f, X» ^P* • • 

Tf Sf If . . I Qf Uf Tf 

Permutationen von 1 , 2, . . , n, so ist 

2: ± a^r ^gs ^ht " ^iff) ^xff "*P^ * ' ^ ^^ > 

wobei € den Werth 1 oder —1 hat, je nachdem die Perm ula- 

tionen in eine Classe gehören oder nicht (§. 2, 4). Nun hat P in 

bR denselben Coefficienten , als das Product üf^ Og^ ctj^t- - y ^^'S" 

lieh ist 

iQ = Z± tty^ a^Q a^ . . . 

Die Determinante R geht in Q über, wenn die Elemente 
aiy. , Qgg , a^i, . . den Werth I erhalten, während die übrigen Ele- 
mente , welche mit den genannten je in einer Zeile oder in einer 
Colonne stehn , "verschwinden *) . 

Unter der Voraussetzung von einander unabhängiger Ele- 
mente hat man (§. 3, 19) 

dayy. da^, ^a^ • • 

2. Die Glieder der Determinante R enthalten von den Ele- 
menten der Diagonale entweder keines, oder 1 , oder 2 , . . , oder 
alle n. Bildet man die Coefficienten, welche a^^, OrffOggj 
Urr Ggg a^f^ , . . in Ä haben , und bezeichnet man die Werthe, 
welche R und diese partialen Determinanten annehmen , wenn 
alle Elemente der Diagonale a^ , «22» • • ? ^nn d^rc^ Nullen ersetzt 
werden, durch D, Dr, D^j Dfg^^, . . , so hat man 

R ^ D ■{■ 2: ajf Df ■¥ 2 üfj agg Djg + . . + Ol, Ojj . . a„„ . 
Die Glieder der einzelnen Summen werden erhalten , wenn man 



*) Daher heissen die partialen Determinanten P und Q cooiple- 
mentärbei Caucht 1. c. 
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für f alle Numern 1 , 2 , . . , n , für /g alle. Binionen derselben, für 
fgh alle Ternionen derselben u. s. w. setzt*). 

Beweis. Die Glieder von f?, welche keines der Elemente 
^'in ^22» • • 7 ^nn enthalten, stimmen mit den Gliedern von D 
überein. Aus dem Aggregat der Glieder von fi, welche das Pro- 
duct von m bestimmten Elementen der Diagonale afr ügg a^f^ . . 
enthalten, entspringt das Aggregat der Glieder von i?, welche 
ausser jenen Elementen kein andres Element der Diagonale ent- 
halten , indem man/ die übdgen Elemente der Diagonale durch 
Nullen ersetzt. Also wird dieses Aggregat durch 

^// ^99 ?AA • • ^f9^ ' ' 

ausgedrückt. Die Summe dieser auf alle möglichen Arten gebil- 
deten Aggregate umfasst aJle Glieder der Determinante R, 

Anmerkung. Die Anzahl der Glieder von /?, welche k 
oder mehr Elemente der Diagonale enthalten, wird durch 

„*, = (;),„-*„ = |i 

ausgedrückt, wenn aus n Elementen k auf k] Arten gewählt 

werden können, und wenn es von m Elementen m\ Permu- 
tationen giebt. Dabei hat man x(0) as n! und %[n) ^s \, Dem- 
nach werden die Anzahlen der Glieder von Ä, welche n— 1, 
n— 2 , n— 3 , . . Elemente der Diagonale enthalten, durch 

;ir(»-*) -/(») 

/(»-3) - /(w-2) + ;f(n-1) - /(n) 

u. s. w. ausgedrückt, und die Anzahl der Glieder von /? , welche 
keines von allen Elementen der Diagonale enthalten, d. i. die An- 
zahl der Glieder von D beträgt 

^m = xW - /(<) + /(2) - . . + (--!)'» 

Daher ist 

^^ ' ^ ' \2! 3! (»+4)1 / 
= {n+4)i/;(n) + (-1)"+' 

*) Cayley Grelle J. 38 p. 93. 
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alsoi^(t) = 0, xff[%)=>\^ 1^(3) = 2, i/;(4) = 9, i/;(5) = 4i, 
u. s. w. Zufolge des obigen Satzes hat man 

3. Die Entwickelung der Determinante 



r(«) = 



«11 + « «i! 



'«I 



»22 



»in 



»2« 



«ni ««« 



• «nn + « 



nach Potenzen von z giebt 



wo 



Ä« = 



«M «•* 
«*l «** 



eine partiale Determinante mten Grades ist , deren Diagonale aus 
Elementen der Diagonale von R^ besteht, und 2R^^ die Summe 
der Determinanten bedeutet, welche aus R^ entspringen, indem 
für t , k, . . alle verschiedenen Gombinationen von je m aus der 
Reihe i , 2 , . . , w gesetzt werden*) . 

Beweia. Die Uebereinstimmung des ersten Gliedes jR„ mit 
/*(0) und die Richtigkeit des letzten Gliedes z^ ist unmittelbar 
wahrzunehmen. Die Glieder der Entwickelung, welche z*** ent- 
halten, entspringen aus den Gliedern der Determinante /*(zj, 
worin irgend welche m Elemente der Diagonale vorkommen. 
Bedeutet nun f , k, . . irgend eine (aufsteigend geordnete) Com- 
bination von mNumern der Reihe 1, 3, . .n und r, 5, . . die Reihe 
der übrigen Numern, so ist (§. 3, 4) 



rw = 



«M + « 


«<* 




. . 0^^ Ois 


«At 


«Ät 


+ » 


• • «*r ö*s 


• 


• 




. . a^ +^ a^s 


«si 


«sife 




• ^sr f^S8 


• 


• 







Aus dieser Form von f{z) erkennt man (I) , dass die Entwicke- 
lung des Products 



*) Jacobi Grelle J. 12 p. 45. 
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a«. + «. a 



a 



sr 



rs 



•aa 



einen Theil der gesuchten Entwickelung von der Determinante 
f(z) bildet. Die Entwickeiung des ersten Factors nach Potenzen 
von z schliesst mit z*", die des zweiten Factors beginnt mit 



Daher ist 



üfr «r* • 




ö«r «s« • 




• • 




a^r <irs • 


«S» «SS • 


• • 





die allgemeine Formel für ein Glied von f(z) , in welchem z"^ 
vorkommt. Indem man für t , Xr, . . alle möglichen Combinationen 
von je m Numem aus der Reihe 1 , 2 , . . , w , folglich für r, s , . . 
alle möglichen Combinationen von je n— m aus derselben Reihe 
setzt, erhält man alle Glieder von f(z) , in denen der Factor z^ 
anzutreffen ist. 

Anmerkung. Die analoge Entwickeiung von 



u 



ergiebt 



a— « 


b 




c 


a' 


6'-«' 




c' 


a" 


6" 


c" 


-1*" 



zf — i*a — u'ß* — «"/' + tt'tt"a + uu*'b' + uu'cf' — uu'u" 



wenn 



o' 6' c' 
a" 6" c" 



und exy /^, /' die Coefficienten der Elemente a, ^', c" in // be- 
deuten. Unter den Voraussetzungen 

verschwindet {/ (§. 3, 4) und man hat 

= utoV — t«'u"6 — uvf'c' — «tt'a" + u^ + t«'y' -♦- u"a" 
SÄ im'tt" — u'u"c — «t«"a' — ttfi'6" ^- uy + «'«' -♦- t«"/J" 

nach cyclischer Yertauschung derColonnen, bei welcher // das 
Zeichen nicht wechselt (§. 4, 5). Daher ist 
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uu'u" 


a 
u 


6' 
" u' ' 




u" ' u'u" uu" uu* 



wovon die 3 letzten Glieder wiederum zerlegt werden können*). 

4. Die Determinante nten Grades Ä =s^±Oii . . ^nn kann 
in eine Summe von 

•m+4) 



(n\ _ n(»— 4) . . (n- 



m ^ 



Producten je einer partialen Determinante wten Grades und einer 

zugehörigen partialen Determinante (n—m) ten Grades zerlegt 

werden. 

Aus den Numem 4 , 2, . . , n , durch deren Permutationen die 

Glieder der Determinante R entstehn, wähle man m verschiedene 

z. B. f^g^ hj , . und bilde die partiale Determinante mten 

Grades 

P « -2" ± o^ a^ a^, ... 

Werden die übrigen Numern durch r, 5, /, . . bezeichnet, so hat 
P in 

zum Coefficienten die partiale Determinante (n—m) ten Grades 

wenn s den Werth 1 oder —I hat, je nachdem die Reihen 
/*, j, Ä, . . , r, 5, /, . . und 1 , 2, . . , n in dieselbe Classe der Per- 
mutationen gehören oder nicht. Dann ist 

i? = -2" f P(? 
eine Summe von fi Gliedern , welche dadurch gebildet werden, 
dass man für fj g, h, . , alle Gombinationen von m verschiedenen 
Numern der Reihe 1 , 2, . . , n , für r, 5, ^, . . die jedesmal übrigen 
Numern setzt, und € auf die angegebene Art bestimmt**) . 

Beweis. Ein Product wie PQ enthält diejenigen Glieder 
von Ä, welche aus dem Anfangsglied On . . a„„ dadurch ent- 
stehn, dass man von den beweglichen Numem m in eine Gruppe, 
die übrigen in eine zweite Gruppe vereinigt, und die Numem 
der einzelnen Gruppen permutirt. Wenn man die einzelnen 
Gruppen auf alle möglichen Arten bildet und dabei die Numem 
der Gruppen permutirt, so erhält man alle Permutationen der 



*) VergJ. Jacobi Grelle J. 5 p. 3B0. 
**) Vandermonde 1. c. p. 524 und Laplace I. c. p. 294. Jacobi Det. 8. 
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m beweglichen Numern. Also umfasst die angegebene Suimne 
von Producten alle Glieder von R. 

Das Product PQ hat I . *? . . w . 1 . ^ . . («— w) Glieder ; in der 
Tfaat hat die Summe aller Producte ^imal so viel d. i. 1 . 2 . . n 
Glieder. 

Beispiel. 
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K c. 
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63 c. 
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a b 




Ci dl 
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c d 
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«1 

«3 
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^1 
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0, 6., 




c d 





Die Zerlegung einer Determinante nten Grades in eine 
Summe von Producten aus partialen Determinanten 2ten und 
(n — 2)ten Grades findet man ausführlich behandelt bei Jacobi 
Det. 9 u. 1 0. 

5. Die Determinante R kann auch in eine Summe von Pro- 
ducten aus mehr als je zwei partialen Determinanten zerlegt 
werden. 

Man wähle aus den beweglichen Numern 1, 2, . . ,w zuerst 
a z. B. /", g, Ä, . . ; dann aus den übrigen Numern ß z. B. />, q, 7% . . ; 
dann aus den übrigen y z. B. /, »<, r, . . , u. s. f. so dass a-h ß 
H- j^ -I- . . = n ; und bilde nun die partialen Determinanten aten, 
ßXen , yten , . . Grades 

A ^ 2: ± a^ Og^ aj^^ . . 

u. s. w. Dann ist R ss SsAüC. , ilie Summe von 

(n\/n— a\/n— a— /J\ _ 4.2. .n 

Gliedern, welche entstehn, indem man y1, //, (\ . . auf alle mög- 
lichen Arten bildet. Dabei bedeutet s die positive oder negative 
Einheit, je nachdem die Reihe 

A <7» Ä, . . , p, 9, r, . . , ^ w, t;, . . . 
Baltzer, Determ. 3. Aall. 3 
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eine Pernautation der ersten oder der zweiten Classe von 
1, 2, . . ,n ist*). 

6. Wenn die Elemente des Systems verschwinden , welche 
m Colonnen mit n — m Zeilen gemein haben , so reducirt sich die 
Determinante auf das Product einier Determinante wten Grades 
mit einer Determinante (n— m)ten Grades**). 



a 



11 



a 



. 







«im «i,m 4- 1 



«wm «w*,m + 1 



a 



m + i,t/i + i 



a 



n^m •¥■ i 



a 



vn 



*mn 



a 



in + iM 



*nn 



«11 • 


• «im 

• • 




«m + i,m+i • 

• • 


• «m -♦- i,n 

• • 


«»«1 


• «//im 






• «n» 



Wenn die Elemente verschwinden, welche m Colonnen mit 
mehr als n — m Zeilen gemein haben, so verschwindet die Deter- 
minante identisch. 



a 



u 



a 



m— 1,1 











«im «i,m+i 



«m — i,wj «IM — i,tw *■ \ 
" «m,m + 1 
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n^m 
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in 



• «;« — 1,»» 



'mn 



a 



nn 



= 



Beweis. Zerlegt man die gegebene Determinante in eine 
Summe von Producten aus partialen Determinanten w^ten und 
(w— w)ten Grades dergestalt, dass die Elemente der Determinan- 
ten wten Grades aus den oben erwähnten m Colonnen , die Ele- 
mente der Determinanten (??— m)ten Grades aus den übrigen 
Colonnen des Systems gewählt werden (4) , so ist unter den zu 
bildenden Deteominanten mten Grades in dem ersten Falle nur 
eine, in dem zweiten Falle keine von Null verschieden. 

Beispiel. 
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«3 


«4 




«l+«4 


«2 + «3 


«8 + «2 


«4 + «l 
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b,^b. 
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«1 



*) Dieser aligemeine Satz heisst der LAPLACE'sche Determinan- 
te nsatz. Vergl. die vorigen Citate. 
**) Jacobi Det. 5. 
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«l+O* 


O. + O1 
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6, +6, 


62 +63 


1 



^ 


63 b,-b. 


6.-6, 


«4 


«3 Os-fla 


ai-«4 


"!•♦-"« 


«« + »3 




ö.-ö* 


0«-«8 


6.+^, 


6« +6, 




6,-6, 


6,-63 



7. Um die Determinante (mH-n)ten Grades 



R = 



a 



'II 

»11 






a 



»»*•♦ 1,1 



a 



n% 



'im 



<?ii I 



6„ 







'im 



^w-i-i,m ^»« + 1,1 



a 



um 



Ml 



1» 



'mn 



6 



nm 



e 



m-ft* i,n 



'M/i 



deren Elemente ^n . . c^„ so angenommen werden, dass e,jj. den 
Werth 1 oder hal , je nachdem i und k gleich oder ungleich 
sind, zu entwickeln, bilde man aus den ersten m Colonnen 
eine beliebige nicht verschwindende partiale Determinante mieri 
Grades 

A = 2' ± a^ a^ . . ai^ . 

Um den Coefficienten B , welchen A in R besitzt, zu finden, 
permutire man die von den Elementen 6 unabhängigen Zeilen, 
bis dass die /te , ^te , . . , /te Zeile zur 1 ten , ^ten , . . , mten ge- 
macht ist und die übrigen Zeilen folgen; dann nehme man die- 
selben Yertauschungen der von den Elementen a unabhcingigen 
Colonnen vor. Hierdurch hat die Determinante R keinen Wechsel 
erlitten, und in jede Stelle des Systems, welche ein Element 
e mit 2 gleichen Numern enthielt, ist wiederum ein solches 
Element eingetreten. Also ist der Coefficient B die Determinante 
fiten Grades 

Z ± b^^ h^g . . 6^7 ßrr c«., • • = -2" ± 6,^ 6,^ . . b,„f (§. 2, 7). 

Demnach ist (4) Rs=2 AB eine Summe, deren Glieder da- 
durch entstehn , dass man für f^g, . .,{ alle Combinationen von 
m verschiedenen Numern der Reihe 1 , 2, . . , w setzt. 

3* 
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8. Aus der Reihe \, ?,..,« können m verschiedene Nu- 
raem auf 



-C) 



verschiedene Arten gewählt werden. Dies^ Combi na tionen sollen 
nach Belieben die Numei*n 1, 2, . . ,/i erhalten. Haben nun z. B. 
die Combinationen fgh, . und stu. , die Numem ynnd d, so soll 
die partiale Determinante wten Grades 

2: ± ajg ügf Uf,,, . . 

durch py^y und deren Coefticient in A = J?±r/j, . . c/^„ durch 
p\y^ bezeichnet werden. 

Lehrsatz. Die Summen 

Pji P'di + P,^ P',u + • . + P',n p'dfA 

Pi; P\d + Vn, P'zd + . . + Pf^y P'fid 

haben den Werth A oder , je nachdem die Numem y und d 
übereinstimmen oder nicht. Vergl. §. :^, 3*). 

Beweis. Wenn man die partialen Determinanten 

Pdx . Piii , . . . pfsfi 
bildet und die ihnen in A zugehörigen Coefficienten durch 

P'dx . P'ö'i ' • • ' P'dn 

bezeichnet, so hat man (4) 

^ = Pdx P'üx + PSt p'di + . . H- PJ^ P'S^4 ' 

Aus denselben Gründen folgt die Entwickelung 

A - Pid p\a + P^8 P\d + . . + Pf,S P%if( • 

Die Reihe der ersten (zweiten) Numern derjenigen Elemente </, 
aus denen das Anfangsglied von Py^ besieht, bildet mit der 
Reihe der ersten (zweiten) Numem derjenigen Elemente, die 
in dem Anfangsglied von p'^ vorkommen, zusammen eine Reihe 
von w Numern, die alle von einander verschieden sind (1). Da- 
gegen bildet die zuerst erwähnte Reihe mit der Reihe der ersten 
(zweiten) Numern degenigen Elemente , die in dem Anfangsglied 
von p'^,, vorkommen, zusammen eine Reihe von n Numern, die 
nicht alle von einander verschieden sind. Also ist jede von den 
beiden Sumnien 



*) Caccuy I. c. p. 100. 
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Pyi P'Si + Pj2 P'di + • + P,^ PV 
Pi; P'id + Pa, P'^rJ + • • + P/t; PV<^ 

eine Enlwickelung der Determinante eine^ Systems von n^ Ele- 
menten , dessen parallele Reihen nicht alle von einander ver- 
schieden sind. Die Determinante eines solchen Systems ver- 
schwindet identisch (§. 2, 4). 

9. Wenn die partialen Determinanten qy^ und q'y^^ aus den 
Elementen 6 der Determinante 



'nn 



ebenso zusammengesetzt werden, als die partialen Determinanten 
Py^ und j/y^^ aus den Elementen (/ der Determinante (8) 

^ = -2* ± a„ . . o«„ ; 

und wenn man aus den beiden Systemen die Determinanten nien 
Grades 

^id = Pjl Q'di + P,« Q'd2 + • + Pyi* 9^ 
«j* = 9j, P'^i + 9,aP'*, + . . + ^yaP'i^A* 

ableitet, so hat die Summe der Producte 

den Werth -4ä oder 0, je nachdem die Numern y und d tiberein- 
stimmen oder nicht*). 

Beweis. Aus dem System 



'y^» = Pyi 9'/A\ ■•■••+ Pj^ «V/< 

findet man nach (8) 

^}1 9ii + • + *;';* 9^1 = P,l B 



Indem man die Zeilen dieses Systems mit p'^y , . . , p'^„ multi- 
plicirt und dann colonnenweise addirt, erhält man 

'yi (9ii Pdi ■*-••+ 9i^ P'iT/*) + • + ^u iQfii P'Sf ■•■••■•■ 9/t;tt P'<r^) 

d. i. AB oder 0, w. z. b. w. 



"^j Sylvester Philos. Mag. 4851 II p. 142 und 1859 II p. 342. Be^iveis 
von Brioscbi Det. (63). 
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§. 5. Producte vou Determinanten. 

1. Lehrsatz. Wenn das Element c^j^ ein Polynomium von 
n Gliedern und jedes Glied das Product von 2 Facloren ist, deren 
erster von dem Index k , deren zweiter von dem Index t unab- 
hängig ist , wenn also 

aus der /ten Zeile des Systems 



a,, . . a-,„ 



0>2i • • ^in 



und der kten Zeile des Systems 



t>2, . . O^/j 



zusammengesetzt ist; wenn femer fgh,. und qrs,. gegebene 
Combinationen von m verschiedenen Numem der Reihe \ bis n 
bedeuten , so ist die Determinante mlen Grades 

2: ± a^q a^r Hs ■ • 
die Summe der Producte, welche aus der Formel 

-ST ± a^ a^„ a^^ . . 2± h^t ö,.„ b^r, • . 

dadurch entspringen, dass man für tuv , . alle Combinationen von 
je m verschiedenen Numern der Reihe 1 bis n setzt. Die Deter- 
minante wten Grades 2±cyi , . c„„ ist dem Product ^± «n . . a^^ 
^±611 . . h^^ gleich. Die Determinanten höherer Grade der Ele- 
mente c verschwinden*). 

Beweis. Wenn jede der Numern t, w, v, . . alle Werthe der 
Reihe 1 bis n erhält, so ist nach der Voraussetzung das Anfangs- 
glied der Determinante 

= /^, ^/t ^ffu ^hv : ' ^qt Ku ^sv ' • 

*) BiNET und Caccht (in den gleichzeitigen Abhandlungen J. de T^c. 
polyt. Cah. 16 p. 286 und Cah. 17 p. 81, 107) haben diesen Satz gefunden 
durch Betrachtung der besondern Fälle, welche Lagrange (M^m. de l'acad. 
de Berlin 4773 p. 285) und Gauss (Disquis. arithm. 157. 159. 268, 1) gegeben 
hatten. Vergl. Jacobi Det. 13 und 14, wo der Schlusssatz zuerst ausge- 
sprochen ist. 
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und nach Permuta iion der zweiten Numern q, f\ ,v, . . 

^ - ^/q V ^*« • =* tw.[^-^ ^^" "*" ■ ■ '^ * V ^« *»«» • •) 

Um die Glieder dieser Summe zu bilden , braucht man für 
luv, . nur je m verschiedene Numern der Reihe \ bis n zu 
setzen , weil die Determinante 2 ± bg^ b^^ bg^ . . verschwindet, 
wenn i, w, v, . . nicht alle von einander verschieden sind. Wenn 
man aber für bestimmte Numern tuv. . deren Perrautationen setzt, 
so erleidet 2 ± bg^ 6^ bg^ . . nur einen oder mehrere Zoichen- 
wechsel, also ist 

eine Summe , deren Glieder gebildet werden , indem man für 
luv , . alle Gohibinationen von je m verschiedenen Numern der 
Reihe \ bis n setzt. 

Wenn m < «, so hat die Summe ( ** j Glieder. Wenn w = w, 

so ist die Determinante der polynomischen Elemente ein Product, 
dessen Factoren Determinanten desselben Grades sind. Wenn 
m > n, so kann die aus der Reihe \ bis n zu bildende Gomplexion 
tuv , . nicht lauter verschiedene Numern enthalten , und die 
Determinante der polynomischen Elemente verschwindet bei be- 
liebigen W^erthen der Grössen a und ^. 

Anmerkung. Wenn das Element c^^ s= « j., ^^ ^ -§_ . . -§_ a^^ ^^^ 
aus der tten Zeile des ersten Systems und der kien Golonne des 
zweiten Systems zusammengesetzt ist, so hat man auf gleiche 
Weise 

^ ± C/? V ^A« • • - tuv.^^ * ^-^ "^ ^^^"^ . . -i' ± btq Kr Ks • •) 



Beispiel. Wenn d^^ s= a,- f^ -h 6,- gj^ -h c,- hj^ , so ist 
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2. Wenn insbesondere die Eleniente h den mit denselben 
Numern versehenen Elementen a gleich sind , so ist das System 
der Elemente c symmetrisch , d. h. 

Cik = a»i «Ai + a,-2 äff.. -H . . + flj^i a^» = Cf^i 
folglich 

^ - ^/« V ^A« • • = ^-^p ^-^ - ^f* V ^Ä«' • •)* 

worin man für tuv , . alle Combinationen von je 7i aus der 
Reihe i bis n zu setzen hat , um alle Glieder der Summe zu 
erhalten. 

So lange die Elemente a real sind , ist die Determinante 
2 ± Cfg i'gf, c^g . . positiv und kann nur dadurch verschwinden, 
dass die Determinante 2 ± Oß a a^^ . . bei allen Combinationen 
^, w, r, . . verschwindet*). Die besonderen Fälle 



x^x-^y^y-k-z^z x^^ +^1* +jji' x^x^-^y^y^-^z^z^ ; = 
x^-k-ytV-^z^ x^x^-^y^y^-v-z^z^ x^ -^y^ +V 
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XX^ + l/l/i + J53, OJi' + 2/i* + Ä, 



^i Vi 



X 
X 



l «1 



X y z 

x^ y^ «i 

I 
X2 t/2 ^j i 

2/ z 
Vi «I 



sind bereits von Lagrange (sur les pyr. 3 u. I ) gefunden worden. 

3. Wenn unter Anwendung der §. 5 , S festgesetzten Be- 
zeichnung die gesuchte partiale Determinante wten Grades der 
Elemente c durch j*^«^ bezeichnet wird und durch die Vertau- 
schungen von c mit a und 6 in p^^ und q^^ übergeht , so erhält 
der bewiesene Lehrsatz den Ausdruck**) 

rst = Pdi Qti + • • + Pdfi Qifi 

*) Jacobi 1. c. 
♦*) Cauchy 1. c. p. 90. 107. 108. 
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Folglich ist wiederum (I) 

und unter der Voraussetzung b^i^ = n^j^ 

-2" ± r„ . . r,^„ = (-2" ±Pn .. p^^)' 

Insbesondere ist der Goefficient yn^ , welchen das Element 
c,jt in der Determinante Cä^±Cii .. c„„ hat, eine partiale 
Determinante (n— 1)ten Grades. In der Determinante y^^^ bilden 
die ersten Numem der Elemente c eine bestimmte Complexion der 
Numem I bis n ohne /, die zweiten Numem eine bestimmte 
Complexion der Numern I bis n ohne k. In den Combinationen 
von w— 1 Numem der Reihe 1 bis n fehlt ebenfalls je eine Numer 
derselben Reihe. Also ist in dem vorliegenden Falle , wenn man 
durch a^i^ , ß^i^ die Coefßcienten bezeichnet, welche in den Deter- 
minanten AszS±a^^ • • (fnn ^"^ ^ = ^ — ^11 • • ^nn ^'® ^'^"" 
mente a^f^ und 6^;^ haben, 

und unter der Voraussetzung h^f^ = ft^f. 

Diese Relationen können aus der Identität 

durch Differentiation nach a^^ , . . , a^^ abgeleitet werden*). Weil 
j— von c^jfc unabhängig und v— =s 6jy| ist, so. erhält man 

bC ^ bC ^ bA ^ 

5 — Oj, ■•- . . -♦- X 0^, = V- B 



bC . bC ^ bA ^ 



Diese Zeilen mit jr— , . . , ^^ multiplicirt geben durch Addition 

bC^ _ bA bB bA bB 



*) JoAcumsTHAL Grelle J. 40 p. 46. 
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in Betracht, dass b^ vr- -H . . -H 6^^ er— den Werth B oder hat, 
je nachdem / mit k übereinstimmt oder nicht (§. 3, 3). 

4. Aus einem gegebenen System von n^ Elementen a von der 
Art, dass die partiale Determinante wten Grades rf = ^ ± o^i . . a^^ 
nicht verschwindet, kann ein System von n^ Elementen c dar- 
gestellt werden, von welchem alle partiaien Determinanten 
(w-4-l)ten und höhern Grades identisch verschwinden*). 

Man bilde die Determinante (m-i-l)ten Grades 



f^ik = 



«11 • 


^i»» 


O'xk 


^mi 


^mm 


^mk 


ö« 


^im 


^ik 



= «,-, 6,jt -I- . . -♦- Oj,^ b^ -I- a^yfc d 



welche identisch verschwindet, wenn i oder k eine Numer der 
Reihe 1 bis m ist (§. 2, 4). Die Coefficienten ^ufc, . . , b'^j^ ver- 
schwinden identisch, wenn k eine Numer der Aeihe 1 bis m und 
von der voranstehenden Numer verschieden ist ; dagegen haben 
^11 ) ^^2» • • j ^mm ^^^ Werth — d, weil bei jedem h der Reihe 
\ bis wi mit der Determinante d^^ die Summe a^^ b^^ + o,-^d 
verschwindet. 

Unler diesen Voraussetzungen ist 

eines von n^ Elementen , deren System nach dem Schlüsse des 
Lehrsatzes (1) die verlangte Eigenschaft besitzt, dass alle par- 
tiaien Determinanten (m+ljten und hohem Grades identisch 
verschwinden. 

Nach der über d^f^ gemachten Bemerkung unterscheidet sich 
das System der Elemente c von dem gegebenen System der Ele- 
mente a nur in den [n — tw)^ Elementen, welche den (n— m) 
letzten Zeilen und Colonnen zugleich angehören. Hieraus folgt 
das Lemma : 

Wenn das System der n^ Elemente a so beschaffen ist, dass 



*) Kronecker Winter- Vorlesung 4 864/5. Der Schluss dieser Mittheilung 
war in der 2ten Auflage dieses Buches enthalten. 
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die partiale Determinante witen Grades d nicht verschwindet, und 
dass die (n— w)2 partialen Determinanten (m-i-l)ten Grades 



*m -I- i,m -•- 1 



. d 



m ■¥■ i,n 



*n^m 



*nn 



verechwinden , so verschwinden alle partialen Determinanten 
(m-i-l)ten und hohem Grades. 

5. Der Satz über die Zerlegung einer Determinante , deren 
ElemeBte Summen von Producten der angegebenen Art sind (1), 
kann auf den LAPLicB'schen DeterminantensatE zurttckgefttfart 
werden wie folgt*). 

Man verwandle die Determinante Siic^ . . c^^ in die De- 
terminante (m-l-n)ten Grades (§.2, 6) 
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. . . . 1 

indem man nun von der tten Goionne die letzten n der Reihe 
nach mit a^i , a^j - - multiplicirten Colonnen subtrahirt , und auf 
diese Weise die ersten m Colonnen transformirt , erhält man zu- 
folge der Voraussetzung 

den Ausdruck für ^ ± c,i . . c^^ 
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Multiplicirt man endlich jede der ersten m Colonnen mit — ^, 
und rückt die zweiten m Zeilen des Systems an den Anfang , so 
erhält man (nach m+m^ Zeichen wechseln) 



*) GoRDAK nach briefl. Mittheilung des Hrn. Prof. Clebsch 4863 Nov. 
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Die Entwickelung dieser Determinante in eine Summe von Pro- 
ducten aus pariialen Determinanten mten Grades (§. 4, 7) stimmt 
mit der oben [\) angegebenen Entwickelung der Determinante 
^dbc'ii . . c^„j tiberein. 

6. Das Producl von zwei Determinanten wten 
Grades P und Q ist eine Determinante R desselben Grades, 
die man auf 4 im Allgemeinen verschiedene Arten darstellen 
kann*) , indem man ihre Elemente entweder aus je einer Zeile 
von P und einer Zeile von Q zusammensetzt, oder aus je einer 
Zeile von P und einer Colonne von Q , oder aus je einer Colonne 
von P und einer Zeile von Q , oder aus je einer Colonne von P 
und einer Colonne von Q, Wenn nämlich 



P = 



so ist {\ j 



^11 ^\n 



^n\ ' • ^fm 



Q = 
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R s 



^11 • • ^in 



^ni • • ^n» 



= PQ 



unter der Voraussetzung 

C,-;fc = «ii **i + a,-2 *fci + • + «in ^kn 

Folglich ist 
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^«1 • *«n 



^^ik ^\k ' ' ^^ik Kk 



^<^nk Kk • • ^^hUc ^nk 



wenn die einzelnen Summen dadurch gebildet werden, dass man 



*) CAtJCUT I. c. p. 83. 



§. 5, 6. 



45 



für A^lle Numern von t bis 7i setzt. Nnch der hierin enthaltenen 
Büdw.gsregel ist femer 
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Die links stehenden Determinanten , deren Product gebildet 
wurde ^ sind von P und Q nicht vei-schieden (§. 3,3). Also 
sind die rechts stehenden Determinanten von /? nicht ver^ 
schieden, d. h. 



•II 
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a, 
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wenn c,-^ eine 


der Summen 
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ö« **i + • • ■•■ «1« hn 




«ii *iA + • • + «w ^»X 




»U **!-•■••■•■ öfM ^*W 


bedeutet. 


»u ^lA + • • ■•■ <*»*» ^/Jt 


Beispiel. 


Nach der ersten Regel hat man 
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i b 


c d 




ac + td —öd' + bc' 




— i 


y a' 


-d' c' 




"b'c -1- o'd 6'd' + a'c' 



Wenn a^bj., complexe Zahlen , a\b\ . , die conjugirten Zahlen 
sind, so ist ua die Norm von a, eine Summe von 2 Quadraten, 
welche durch Na bezeichnet wird, u. s. w., folglich 

(Na + N6)(Nc -i- Nd) = N{ac -l- 6d) + N(ad' - bc') 

Diese Identität enthält den EuLBR^schen Satz (Acta Petrop. 1777. 
I, 2 p. 48. Vergl. Nov. Comm. Petrop. 5 p. 53 und Lagrange M6m. 
de Berlin 1770 p. < 23), nach welchem das Product zweier Sum- 
men von 4 Quadraten selbst eine Summe von 4 Quadraten ist"^). 



** IlKBUiTE Grelle J. 40 p. 297. Vergl. Gauss Werke 8 p. 384 
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7. Das Product von beliebig vielen Determinan- 
ten ist eine Determinante, deren Grad den böehsten unter den 
gegebenen Graden nicht übersteigt und deren Elemente ganze 
Functionen der gegebenen Elemente sind*). Wenn nämlich die 
Grade der gegebenen Determinanten den nten Grad nicht über- 
steigen , so kann man alle Determinanten als solche nten Grades 
darstellen und dann nach einer der Regeln (6) die erste mit der 
zweiten multipliciren, das Product mit der dritten u. s. w. 

Nach §. 2, 6 ist 



a 



11 



a 



im 



a 



m\ 



a 



intn 



a 



IL 



•«1 



a 



in 



*nn 



wenn das Element a^j^ für i > m den Werth oder i hat , je 
nachdem A < ^ oder k = i ist ; die übrigen nicht gegebenen 
Elemente bleiben unbestimmt. Daher ist 
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<^ik = «»I ^*i + «12 &ifr2 + . • + öin hn • 

Von diesem Aggregat bleiben für i > w nur die Glieder 

Wenn die unbestimmten Elemente sämmtlich verschwinden, 
so erhält man 

wovon für / > m nur bj^^ übrig bleibt, 
fieispiel. 

«oPo + Mo a^i + ^o9i c^ rf« 
«iPo + ^i9» fliPi + ^9l c, d, 

««Po + 0,^0 «2P1 + ^2^1 ^2 d, 

a»Po H- Mo «aPi + Ml ^3 rf» 

8. Wenn ccj , . . , cp„ homogene lineare Functionen der Va- 
riablen a?i', ..,a?^' sind, wenn diese Variablen eben solche 
Functionen der Variablen cci", . . , x^" sind, u. s. w. , und 
zwar 



«0 K <>« d^ 








«1 ^1 ^1 ^i 
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*) J ACORI Det. 13. 
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M) 



üC^ 2C fljji «Xj + . . "T" **lfl •*'J| 



^n = ««i ^i' + • • + «iw *fi' 



f ^ tt 



•'J/| ^ U|| 3J| + . . + ^\n n 



(«) { 



» • • • • 



(8) 






u. s. w., so erhält man durch suecessive Substitutionen'*) 



(I) ^ 



• • 



• 



• • 



^n = («» »'Jni ^i" + . . + (a, a')„„ a;/ 



x, = [a, a\ a")„ ic/" + . . + (a, a', a"),^ .-i;,, 



/,. '" 



(") 



x„ = (o, o', «")„ a;,"' + . . + (o, o', o")„„ a)„ 



;/f 



u. s. w. Der /Jte Coefficient der aten Zeile des Systems (I) 

ist aus den Coefficienten der aten Zeile des Systems (1 j und der 
/?ten Colonne des Systems (2) zusammengesetzt. Ebenso ist der 
Coefficient (a, a', o")^/y aus den Coefficienten der aten Zeile des 
Systems (I) und der ßien Colonne des Systems (3) zusammen- 
gesetzt, folglich 

(«, »'» «'V = -?(«» «')«<^ ^"Sß = t^ V *';* *"<^/J 



d 



;<^ 



u. s. w. Man bezeichne ferner durch A , A\ A*% . . die Deter- 
minanten nten Grades der zusammenzusetzenden Systeme, deren 
Elemente ««/?, ^'o/? >*'«/?> • • sind; durch (^4, A')^ [A^A\A")^., 
die Determinanten der zusammengesetzten Systeme , deren Ele- 
mente (a, a')^ßj (o, a', a")«/?,^. sind; durch 

die partialen Determinanten (n— 1)ten Grades, mit welchen in 



*) Mittheilung von Weierstrass bei Gelegenheit der Abhandlung über 
hilineare und quadratische Formen , Berliner Monatsbericht 1868 Mai 48. 
Grelle J. 70. 
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den Determinanten J, ^4', ..,(.4, A) ^ (/i, A\ ^4") , . . die Ele- 
mente 

muHiplicirt sind; durch 

^aß afß' » ^*aß a'/*' » ('^» -^'lo/J a'/J' » M» ^'» -^"lo/J o'/J' » • • 

die paitialen Determinanten (n—2jten Grades, mit welchen in 
den Determinanten ^4 , i4', . . , (^ , i4') , (-4 , A\ A") , . . die par- 
tialen Determinanten Sten Grades 

2" ± (a, a', a")«^ (a, a', o")«,^/ , . . 
muHiplicirt sind, u. s. w. Dann ist nach 1) 

[A , A'] = .4.4' 

[Af A^)„ß u,ßt ^ Z Af^y ^f. f A^jß ,,ß, 

{A , .4')„^ „f^f „ff^// =S Z i4„j, t^,f «/fy// A'yß ytßl ytfßtt 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man für y , yy\ yyy" , . . alle Combinationen von je 
< , 2 , 3 , . . verschiedenen Numern der Reihe 1 bis n setzt. Denn 
es ist z. B. 

[A , A') „ß ^tß, ^„ß,r 

eine partiale Determinante (n— 3) ten Grades der Elemente (a, «'). 
die ersten Numern dieser Elemente bleiben von der Reihe \ bis n 
übrig nach Ausschliessung von a , a', a", und stimmen mit den 
ersten Numern der Elemente in A^y ^fy ^/y/ überein ; die 
zweiten Numern jener Elemente bleiben von der Reihe \ bis n 
übrig nach Ausschliessung von ß, ß\ ß", und stimmen mit den 
zweiton Numern der Elemente in A yß^ß' y"ß" überein; da- 
gegen sind die zweiten Numern der Elemente in A^^y ^j^'y' ^^^y" 
sowie die ersten Numern in A' yß y>ßt ^fß»» alle Combinationen 
von je n — 3 verechiedenen Numern der Reihe I bis w. 

Ebenso ist 

[A, A\ r) = {A, A'}A" = AA'A" 

{A , A\ A")^ß ^fi^* ^')ad A"aß « j^ A^y A',s A"sp 
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{A , A' A*')f^ß „,ß, ^ftfßn = iT {A, A')^^g „»^. o"^" ^"^fi d*A* 8"$" 

= ^ A„y ftf,f Ifff^Jf A'^g .^f^f ./f^ff A' gß ^fßf jf/fßn 

j-y'f" dd'd" 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet^ 
dass man sowohl für y, y/, y//',.. als auch für d, cJcJ', cJd'd",.- 
alle Combinationen von je 1, S , 3 , . . verschiedenen Numem der 
Reihe 1 bis n setzt. 

Ueberhaupt ist jede partiale Determinante des Systems der 
zusammengesetzten Elemente (a, (i\ . . , (M)) darstellbar als 
Summe von Produeten aus (A+l) Factoren, welche partiale De- 
terminanten dereelben Ordnung der Systeme der einfachen Ele- 
mente a , a', . . , aW) sind. 



§. 6. Deternünanten von adjungirten SjRtemen. 

1. Wenn a,jt den Cw^fficienten des Elements n^jf in der 
Determinante 

flu Öiw 



H » 
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bedeutet , so heisst das Svstem der Elemente 



«n a^n 



^ni • • ^nn 



dem System der Elemente a adjungirt"^). 

Lehrsatz. Die Determinante des Systems von Elementen, 
welches einem System von n^ Elementen adjungirt ist, ist die 
(w — l)te Potenz der Determinante des gegebenen Systems**). 



♦) Cauchy 1. c. p. 64 hat diese Beüennung aus iler Tlieorie der qua- 
dratischen Formen (Oaitss disquis. arithm. 267) aufgenommen. 

*♦) Cauchy I. c. p. 82. Den lall n = 3 findet man bei Lagrange sur les 
pyr. 5 und bei Ciaitss I. c. 

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 4 
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Beweis. Wenn man das Product 
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nach der Mulliplicationsregel (§. 5, 6) bildet, so erhalt man 
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worm 

Diese Elemente haben den Werth R oder , je nachdem k und / 
gleich oder verschieden sind (§. 3, 3). Also reducirt sich die 
Determinante ihres Systems auf das Anfangsglied c^ C22 • - c„„ 
= ;?*» (§. "2, 7). Daher ist 





«11 • 


«n? 






• ■ 


• 


ß = /?» 




«wi 


«MM 




*ll • 


• «i« 




«11 «l« 


B • 


• 


:= 


. . 


«ni • 


'hin 




rt„ 


1 • • "«M 



« — 1 



2. Lehrsatz. Eine partiale Determinante des adjungirten 
Systems vom w?ten Grade ist das Product von R^-^ mit dem 
Coefficienten , welchen die entsprechende partiale Determinante 
des ursprünglichen Systems in R hat*). 



Beweis. Wenn 



h Q} • • > ^1 *'> • • 



ty Ky . . j %ty Vy • • 

gegebene Permutationen von 1 , 2, . . , n sind und darin /", ,9 , . . 
und i,kj.. Gruppen von m Numern bedeuten, wahrend die 
übrigen ??— iw Numern durch r, 5, .. lind u, v, . bezeichnet 
werden, so ist die Determinante wten Grades 






% Jacobi Det. 44. Dieser Beweis ist von Borchardt angegeben worden. 
Briefl. Mittheilung 1853 Juli. 
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eine partiale Determinante des adjungitten Systems (§. 4, 1), 
welche nach §. 2, 6 in folgende Determinante wten Grades trans- 
formirt werden kann : 
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Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber 
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wo 6 den Werth i oder —1 hat, je nachdem die gegebenen 
Permutationen in eine Glasse gehören oder nicht (§. 2, 4). 
Wenn man das Product dieser beiden Determinanten durch 
zeilenweise Multiplication bildet , so findet man die Determinante 
wten Grades 
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Diese Determinante reducirt sich aber auf das Product von zw^ei 
Determinanten (§. 4, 6), deren erste den Werth R^ hat (§. 2, 7). 
Daher ist 






Nach §. 4, 1 bedeutet 
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den Goefticienlen , mit welchem in R die pariiale Determinante 
des gegebenen Systems 



dgi dgk 



versehen ist, deren Elemente mit denen der gesuchten Deter- 
minante in Hinsicht der Numern tibereinstimmen. 

Beispiele. Wenn fi = ^ ± au «22 • • »nn j ^^ ^^^ 
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Wenn insbesondere n = 5 ist , so ist 
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weil die Permutationen 



2 4 5 4 3 



4 3 4 2 



nicht in eine Classe gehören. 
Dasegen ist 
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weil 
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2 4 13 5 
13 2 4 5 

Permutationen derselben Classe sind. 

Der Cpefficient des Elements a,-^ in der Determinante des 
adjungiiten Systems .^± an a22 . • «n» 'st*) 

Ä"-^«.A 
Denn dieser Coefficient ist eine partiale Determinante des ad- 
jungirten Systems vom (n— l)ten Grade und der Coefficient, 
welchen die entsprechende partiale Determinante des urspillng- 
liehen Systems in R hat, ist o^j. , folglich u. s. w. (^) 



*) Caüchy I. c. p. 82. 
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Wenn insbesondere w == 3 , so ist 



I a 



II *12 



I -»gl 



'»22 



= Ha 



33 > 



a,2 <3l,3 



"22 



= ßo,| u. s. w. 



3. Um eine partiale Determinante zweiten Grades im ad- 
jungirten System zu berechnen, z. B. 

bedarf man des Coefßcionten , welchen die entsprechende Deter- 
minante 

in R hat. Dieser Coefficiont stimmt mit demjenigen überein, 
welchen das Product iiß Ugi^ in H hat (§.4, I). Folglich ist**) 






«-• «^* 



= R 



d'Ä 



^«A^V 



= Ä» 



d»Ä 



d o^,- d a^^ d Gm 



u. s. w. 



«/« "/* V' 
«^« *^* «^J 

Hi «AÄ «AZ 

Diese Identitäten geben zugleich an, wie man zweite, 
dritte, . . partiale Differentialquotienten einer Determinante 
durch erste partiale Differentialc|uolienten derselben ausdrücken 
kann. 

Beispiel. Weil (§.3, 15) äH^S ol^^ da^f^ und 



ist, so findet man 



Rdaf.g = -2" (a^5 a^j^ — a^, Ork) <'<*iA 
ft'fc 

Äda^, - a^, dÄ = - -T a,., a^;t ^«ijk 






*) Lagrange sur les pyr. 3. 
**) Jacobi Det. 10. 
*♦*) Weibrstrass Berl. Monatsbericht 4858 p. 2U. 
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4. Bezeichnet man in der Determinante 

'^r 4- 1 ~ -^ — *ii • • *r 4- i,r 4- 1 

den Coefficienten des Elements a^j^ durch a,;^ , so ist 
folglich (3) 

^rr *»• "~ ^r,r 4- 1 'r 4- i,r *^ '^r 4- 1 '^r — i • 

Wenn insbesondere die correspondirenden Elemente a^^ 
und a^i gleich oder conjugirt complex sind , so ist das Product 
«rr+i a^-n r ^^^ Und positiv (§. 3, 13). Also haben, während 
V^ verschwindet, V^^^ und V^^^ Werthe von entgegengesetzten 
Zeichen *) . 

5. Wenn R verschwindet, so verschwinden auch die 
partialen Determinanten des adjungirten Systems vom Sten, 
3ten,.. Grade, weil sie den Factor H enthalten (2). Aus der 
Gleichung 

folgen die Proportionen 

V« ' V* ~ *^« • ^gk ' V« • ^gi ~ "/* • ^gk 

«li • ^i : -»si • • • = «lA- • ««* : «3* • • • **) 

Wenn insbesondere die Elemente des gegebenen Systems so 
beschaffen sind , dass a^;^ = a^| , so hat man unter der Voraus- 
setzung Ä=0 für a,jt den Ausdruck ]/a„ ]/ajfcfc, in welchem 
das Zeichen einer Wurzel von dem Zeichen der andern abhängt, 
und bei jedem i 

3 . 3 . 3 . __ 

*tl • ^13 • *t3 • • "*• *II • ^3 • ^S3 • ■ • • 

Anwendung. Wenn in einer Determinante der Coefficient 
eines Elements verschwindet, so ist die Determinante das Product 
von zwei homogenen linearen Functionen der Elemente , welche 
mit jenem Element in einer Zeile und in einer Colonne stehn ***) . 
Nach §. 3, 46 hat man 



= 



*) Brioschi Det. p. 72. 
*^) Jacobi Grelle J. 15 p. 104 und anderwärts. 
**♦) Hesse Grelle J. 6» p. 319. Vergl. unten §. 7, %. 
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5 = J" ± a^o «II • ö>*w = «»0 Ä - ^ a,o «oÄ «»& 
Unter der Voraussetzung W = ist aber 

«10 «lA- + • • + «MO «HÄ • «lA = «10 «11 + • . + «»0 «Hl '• «II 

folglich 

«u S = - {a^^ «„ + ..+ a^o a«i)(«oi «u + • • -•■ «o« «in) 

6. Analoge Sätze gelten ftlr das System der partialen Deter- 
minanten mten Grades, welche zu dem System der Elementt^ 
^11 • • %n gehören, 

Pii • Pia 

- • • • ■ 

Pfii • ' Pfjtfi 

von denen py^ die oben §.4,8 angegebene Bedeutung hat, 
und für das (adjungirte) System der partialen Determinanten 
(^i--w)ten Grades 

Pii P 1^ 

• • • • 

P fJbl ' ' P flu 

von denen p'y^ den Coefficienten von py^ in der Determinante 
R = 2 ± Uli . . a^^ bedeutet. Bei diesen Bezeichnungen hat man 
die Identitäten *) 

fn-i\ m-i\ 

Beweis. Das Product J ± pu . . p^n 2 ± p\^ . . />' „ ist 
eine Determinante fiicn Grades , welche sich auf ihr Änfangsglied 
Rf^ reducirt, weil ihr Element 

Pj i P'di -«- . + Pya P'Sfl 

den Werth R oder hat , je nachdem die Numem y und d tiber- 
einstimmen oder nicht (§. 4, 9). 

Da nun P = ^ ± /^u . . p^„ ein Divisor von Rf^ und R eine 
Function ersten Grades eines bestimmten Elements z. B. a^t ist, 
so kann P von einer Potenz von R nur durch einen von den 
Elementen «n , • . , ««n unabhängigen Coefficienten unterschie- 



*) Diese Idealitäten sind die erste von Caucuy 1. c. p. 102, die heiden 
andern von Franke Grelle .1. 61 p. 350 gefunden worden. 
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den sein. Unter den ^u = f J Conibinationen der Numern 

1, 2, . . , n giebt es aber A = f **~ j solche, in denen I vor- 
kommt. Es giebt also l Zeilen und l Colonnen des Systems 
Pu > • • » Puuj deren gemeinschaftliche Elemente Functionen 
ersten Grades von On sind, mithin ist P eine Function Aten 
Grades von a^ und durch R^ theiibar. Der Quotient P : R^ ist 
I, wie sich aus der Betrachtung eines besondern Falles ergiebt. 
Wenn z. B. alle Elemente der Diagonale «n , • • > (^nn ^^^ Werlh 
1 haben und die übrigen Elemente verschwinden , so ist i? = I , 
während ,py^ den Werth 4 oder erhillt , je nachdem y und d 
übereinstimmen oder nicht. Daher ist P = 1 und P : fi^ = 1 . 

7. Eine partiale Determinante des Systems pn, . . , /)^^ 
vom wten Grade ist das Product von R^^it^"^) mit dem Coeffi- 
cienten, welchen die entsprechende partiale Determinante des 
Systems ;;Yi » • • ? p'uu i^ der Determinante dieses Systems 
-S±//u..//^^hat*). 

Beweis. Wenn wie oben (2) 

f> 0> ' ' » ^* ^> • • 

Permutationen von 1,2, . . , jU sind und darin /*, ^, . • und i, A, . . 
Gruppen von w Numern bedeuten, während die Übrigen /li—o) 
Numern durch r, 5, . . und UyV, . . bezeichnet werden, so kann 
die partiale Determinante oiten Grades 



P/i 

Pffi 



P/k 
Pgk 



in die Determinante fiten Grades transformirt werden 



Pfi 

Pgi 


Pjk • 
Pgk • 


• P/u 

■ Pgu 


P/v 

Pgv 






• 





• 





1 



*) Franke Grelle J. 61 p. 350 und Borchardt's Bemerkung zu diesem 
Aufsatz. 
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Multiplicirt man dieselbe mit 

P'/i P'jk • • P'/u P'/r 
P'gi P'gk ' P'gu P'ffv 



P'ri P'rk 



P ru P rc 



P'ai P'sk • • P' 



*u 



SV 



= « ^ + ß' o' 



wobei £ den Werth 1 oder — I hat , je nachdem die obigen Per- 
mutationen in eine Classe gehören oder nicht, so findet man 

(§. ^, «) 

Ä . P'an P\ 



9V 








p% 



P ru r rv 

P 8U P SV 



Daher ist 

2: ± p'„ . . p'«,, 2 ± pji Pgk . . ^ tR'^ 2± pV„ p'sv • 

wobei € -2" ± //,.^ /i'^j, . . den Coefficienten von 2 ± // « /)' ^ . . 
in der Determinante 2±.p\^ . . p'^.^ s=r ß/*""^ bedeutet. 



§. 7. DeteriDinante eines Systems, dessen correspondirende 
Elemente a,jt und a^i entgegengesetzt gleich sind. *) 

i. Lehrsatz. Wenn n eine gerade Zahl ist und die lilie- 
mente des Systems «j^ . . a„^ so beschaffen sind, dass 

^ki = - «»•* und a^i = , 
so ist die Determinante /i = -^jtan . . a„^ ein Quadrat**]. 

Beweis. Wenn Ä^ = 5 ± ^i^ . . a^^ , so gilt bei beliebigen 
Elementen die Identität (§. 6, 3) 

dÄ« hH^ dÄ„. 5ä^ 



'•«1 "*n — 2 ~" 






*) Ein solches System und seine Determinante wird nach Catlet 
Grelle J. 32 p. 119 gauche (skew, gobbo) genannt. 

**) Catlgy Grolle J. 38 p. 95. Der hier mitgelheilte Beweis ist von 
BoRCHARDT 1858 angegeben worden. Einen andern Beweis enthält der fol- 
gende Artikel, einen andern hat Scbeibner Leipz. Bericht^ 1859 p. 151 
geführt 
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In dem vorliegenden Falle bei geradem m ist (§. 3, 1 4) 

folglich 

d. h. H^y^ ein Quadrat, wenn Ä,^«2 ß**^ Quadrat ist. Nun ist f?2 
ein Quadrat, also sind auch ^4 , ßg , . . Quadrate. 

2. Bezeichnet man den Goefficienten des Elements an in 
der Determinante B durch R\ und den Goefficienten des Elements 
a^j^ in fi' durch a,-;^., so ist nach §. 3, 16 

wenn die Glieder der Summe dadurch gebildet werden , dass 
man für i und k alle Numern der Reibe 2 , 3 , . . , n setzt. Bei 
dem vorausgesetzten System ist fi' = , a^,- = a,-^ (§. 3, 13), 
folglich a,fc2 = a,. a^^ (§. 6, ö), also 

weil von dem Zeichen einer Wurzel die Zeichen der andern 
Wurzeln so abhängen , dass das Product ]/^a,-, ^^a^tft den Werth 
a^jj. (nicht — a^j^) hat. 

Wenn n = 4 , so ist Y^a rational, folglich ^R ein rationales 
Aggregat von 3 Gliedern; bei n = 6 ist also Yol^ rational und 
^H ein rationales Aggregat von 3.5 Gliedern; u. s. w. Daher, 
ist überhaupt ]//? ein Aggregat von 

1 . 2 . . . n 



1.3.5.. (n-3)(n-1) = 



n 

— n 

2 2 . 1 . 2 . . . — 

2 



Gliedern. Jedes Glied von yR ist ein Product von — Elementen, 

unter deren Numern zwei gleiche überhaupt nicht vorkommen. 
Als Anfangsglied findet man 

In der That ist 

n 

ein positives Glied der Determinante R , weil die Perniutationen 

1 2 3 4.. n— 1 n 
« 

2 14 3.. » n— 1 
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einer Giasse angehören oder nicht, je nachdem — gerade oder 
ungerade. 

3. Lehrsatz. Die Formel S = «12 ^34 • • ^n— i,n "*-••> 
deren Quadrat der vorhin betrachteten Determinante R gleich- 
kommt, ist alternirend, d. h. sie erhält den entgegengesetzten 
Werth, wenn irgend zwei Numern der Elemente vertauscht 
werden , und verschwindet identisch , wenn zwei Numern ein- 
ander gleich sind *) . 

Beweis. Wenn S^ die Formel bedeutet, welche aus S durch 
Yertauschung der Numern 1 und k entspringt, so ist vSj2 die 
Determinante, welche aus R durch Vertauschung derselben 
Numern hervorgeht. Nun kommen i und k in R sowohl unter 
den ei'sten , als auch unter den zweiten Numern vor , also wird 
R durch diese Yertauschung nicht verändert (§.2, 4), d. h. 
Sj^ =s S^. Zufolge dieser Identität sind die Glieder von S^ den 
Gliedern von S der Reihe nach gleich und zwar von gleichen 
oder von entgegengesetzten Zeichen , je nachdem ein Glied von 
Si und das gleiche von S gleiche oder entgegengesetzte Zeichen 
haben. Bedeutet nun a^j^ B das Aggregat der Glieder von S , in 
denen das Element a^^ vorkommt , so enthält B nur solche Ele- 
mente, deren Numern von i und k verschieden sind (2) , folglich 
geht OjjfcÄ durch Vertauschung von i und k in a^^B über. 
Die Glieder «,^Ä in S und ajtjö in S^ sind entgegengesetzt 
gleich , weil a^, = — a,^ , folglich sind auch S und S^ entgegen- 
gesetzt gleich. 

Wenn 7' und k einander gleich sind , so hat S^ sowohl den 
Werth — S als auch den Werth S, d. h. S verschwindet iden- 
tisch. 

4. Das mit dem Anfangsglied 0^2 ^34 • • ^n— 1 n beginnende 
Aggregat S, dessen Quadrat die Determinante R ist, wird nach 
Jagobi durch die Reihe aller Numern der in dem Anfangsglicd 
vorkommenden Elemente 



*) Die Formel S ist von Jacobi (Grelle J. 2 p. 354, 29 p. 236) zum 
Gebrauch beim PFAFp'schen Integrationsproblem constrairt und neuerlich 
von Cayley (I. c.) mit dem Namen Pfaffian belegt worden. Die Eigen- 
schaften derselben hat jAcofii ohne Beweis und ohne die. fundamentale 
Relation S^ ss R mitgetheilt. 
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(1, 2, 3, . ., n) 

unzweideutig bezeichnet. Nach dem bewiesenen Lehrsatz (3) ist 

(1, 2, 3, . . , n) = — (2, 4, 3, . . , n) = — (2, 3, . . , n, 1) u. s. w. 

Daher hat man im Allgemeinen 

//?= ± (4,2, ..,») , yau s= ± (2, 3,. .,1-4, i-H, . . , ») . 

Es ist a}}er nur dann auch dem Zeichen nach (2) 

:i, 2, . . ,n) = 2a,i Y^ii 

wenn man die Zeichen der Wurzeln von den Numern so ab- 
hängig macht, dass 

Y^ii = (-1)*(2, 3, ..,»-1, i+1, ..,n) = (i+1,..,«, 2, .. ,1-1) . 

Hiernach gilt zur Entwickelung von ( 1 , 2, . . , n) die Recursions- 
formel *) 

(1,2, ..,n) =s ttia (3, .. ,») + Gl, (4, .. ,n, 2) + . . 

+ a,< (i+1, . ., n, 2, . .,«—1) + . . + o^^j (2, . . , n-1) . 

Beweis. Das Product y^a„- y^a^^ d. i. nach Voraussetzung 

(-1)»-«-*(2,.. , i-1,i+1,..,»)(2, .. ,Ä-1, &+1, .. ,n) 

ist identisch entweder mit 0,-^. oder mit — a,jt> ^^^^ ^ü^kk 
=s ttj-^i-^. Nach Yandkrmondb's Bezeichnung hat man (§. 3, 1) 



«,-*= (-<)•* 



2, ..,1-1,1+1, . .,*! 



In der Reihe der ersten Numern fehlen 1 und i , in der Reihe 
der zweiten Numern fehlen \ und A*. Werden die übrigen n— 3 
Numern der Reihe 1 , 2, . . , n durch 

P> Qy r, s, . . , U, V 

bezeichnet, so erhält man aus 

2, . . , i— 1, t+1, . . n 

2, . . *— 4i Ä+1, . . n 

durch eine bestimmte Anzahl von Zeichenwechseln (§. 2, 4) 

*, Pt Qt r, , . , u, V 
Pf q* ^t s, . . , V, • 



♦) Jacobi und Catley (I. c.) gebraachen diese Identität als Definition 

von (1, 2, . . , n). 
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Aus dem Product 

(2, . . , i— 4, i+l, . . , n)(2, . . , Äf— 4, Ä:+4, . . , n) 

erhält man durch dieselbe Anzahl von Zeichenwechseln (.3j 

[K P, 9i r, . . , tt, r)(|>, 9, r, Ä, . . , r, i) . 
Nun stimmt das Anfangsglied jener Determinante 

^kp ^pq ^qr ^rs • • ^ur ^ri 

mit dem Anfangsglied dieses Products 

^kp ^qr • • ^HV ^pq «rs • • <*»» 

auch dem Zeichen nach ül)erein. Also hat unter der gemachten 
Voraussetzung das Product Y^a Y^kk ^®" Werth a,jt, nicht 
— a,j5., w. z. b. w. 

Durch ?*— 2 cyclische Vertauschungen findet man 
Beispiele. 

2-± a„ . . a,, = (1.2, 3, 4)'^ 
(4, 2, 3, 4) = o,, o,^ + a„ o,., + a^, a,, 

JS"± a„ , . a,. = (4. 2, . . , 6)' 
, 6) = Ol, (3, 4, 5, 6) + o„ (4, 5, 6, 2) + . . + a,. (2, 3, 4, 5) 

= «12 Ö84 «5« -•■ «I« ^%t a«4 -•■ «12 «3« «45 
+ «13 «44 ««2 + «IS «4« «25 "♦• «l» «42 «5« 
+ «14 «56 «23 + «14 «52 «S« + «14 «53 ««2 



(1, 2, 



■^ «l» 


«•« 


«34-^ 


«15 


+ «1. 


«23 


«45 + 


«l« 





a 


6 


c 


— a 





r 


e 


-6 


-/• 





d 


— c 


— e 


-d 








a 

■s. 


--^6 


c 


— a 





/• 


e 


b 


-/• 





d 


— c 


— e 


-d 






15 ««3 «42 + «.I. « 



15 "«4 «23 



= [ad — 6c + cf 



\2 



= [ad •¥ he •¥ cf)' 



5. Um den Coefficienten des Elements o,j^ in der Formel 

S = (1, 2, . . , n) 

zu finden , bildet man 
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= «ii (2, . . , i — 4, i+1, . . , n) + a,2 (3, . . , 4) + . . . 

Hieraus erkennt man den gesuchten Coefficienten 

(-4/-* (*+1, . . , k-i) ohne f und k . 

Derselbe Coefficient kann auch (wie §. 3, 12) durch 

bS 
da,vt 

ausgedrückt werden. Die Summe 

05 bS bS 

hat den Werlh S oder 0, je nachdem ? und k übereinstimmen 
oder nicht*). Denn in dem zweiten Falle entspringt die Summe 
dadurch, dass in (1 , . . , w) die Numer i für k gesetzt wird, wobei 
(1 , . . , n) verschwindet (3) . 

Der Differentialquotient v — ist an sich 0. 

öakk 

6. Wenn die Elemente der Determinante R so beschaffen 
sind, dass 

SO ist zufolge der oben (§. 4, 2) gezeigten Entwickelung 

Ä = s»» + js'»-'^ ^D^ + 2«** -TD, + . . **), 
wobei 

«11 «tA • 



i 
I 



«*• «*A 



eine partiale Determinante wten Grades ist , deren Elemente den 
Bedingungen 



U^ o ^^ "^ ^^f 9 iT^ "^ 



unterliegen , und 2 D^„ die Summe der Determinanten bedeutet, 
welche aus D^ entspringen, indem für /,<:,.. alle Combinationen 
von je m aus der Reihe 1 , 2 , . . , n gesetzt werden. 



*j Jacobi I. c. 
**) Cayley I. c. Vergl. Grelle J. 50 p. 299. 
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Bei ungeraden m verschwindet D^ (§. 3, 13), liei geraden 
m ist (4) 

D,n = (i, A", . .)■' . 



also 2 D^ die Summe von ( " ) Quadr 



aten. 



Beispiele. 



«1« «13 



«21 « ö«$ 



«31 «32 2 



= a* + z (a,/ + fl.a' ■♦• a.,^^) . 



^ Opi «i;i <^\< 



«21 2f 



«23 «/i 



«31 «32 ^ 



a 



34 



«41 ««V «43 2 



= 3* 



Z"'' f« 



.•/ + «.3 



«m' + «23' 



«24 + «3i"; 



(«,2«34 + «,3«42 + «i4«23)' • 
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= tti^ {2, . . , 1-1, i+4, . . , n) + a,2 (3, . . , 4) -i- . . . 

Hieraus erkennt man den gesuchten Coefficienten 

(-1/-i {^+1, . . , Ä-4) ohne i und A- . 

Derselbe Coefßcient kann auch (wie §. 3, 12) durch 

bs 

ausgedrückt werden. Die Summe 

öS öS bs 

hat den Werth S oder , je nachdem i und k übereinstimmen 
oder nicht *) . Denn in dem zweiten Falle entspringt die Summe 
dadurch, dass in (1 , . . , n) die Numer i für k gesetzt wird , wobei 
(1 , . . , n) verschwindet (3) . 

Der Differentialquotient v — ist an sich 0. 

6. Wenn die Elemente der Determinante R so beschaffen 
sind, dass 

so ist zufolge der oben (§. 4, 2) gezeigten Entwickelung 
wobei 

Oft «t* • 



öm = 



«*t «*)t 



eine parliale Determinante fwten Grades ist , deren Elemente den 
Bedingungen 



^rs = " f^sr ' Orr •= ^ 



unterliegen , und S D^ die Summe der Determinanten bedeutet, 
welche aus D^ entspringen, indem für i^ky . . alle Combinationen 
von je m aus der Reihe 4 , 2 , . . , n gesetzt werden. 



*; JaCOBI I. C. 

♦*) Cayley I. c. Vergl. Grelle J. 50 p. 299. 
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Bei ungeraden m verschwindet D^ (§. 3, 13), bei geraden 

m ist (4) 

D,n = (t, *, . •)'' . 



also 2 D^ die Summe von ( " ) Quadr 



alen. 



Beispiele. 



z a,, «13 



«31 «32 2 



= 3» + 2 (a,/ -♦- a,.,^ + a,3^) . 



«12 «la « 



14 



21 



«23 «ti4 



«31 «32 2 



a 



34 



«41 «12 «43 2 



+ («12 «34 -»- «,3«42 ■»■ «11 «23)' • 
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i ^ 1 , 2 , . . , n (§. 3, 3), also genügt man dem gegebenen System 
durch die Proportion 

unter der Voraussetzung , dass die Grösse Rq , welche mit der 
oben (I] durch R bezeichneten Determinante übereinstimmt, 
nicht verschwindet. ' 

Anmerkung. Bezeichnet man den Coefficienten des Ele- 
ments a^i in Ao durch a^, so folgt unter der Bedingung Rq ^ 
aus dem gegebenen System 

Wenn nun a^Q a^ 4- . . -1- a^Q a„i. nicht Null ist, so ge- 
nügen dem gegebenen System 



ar« = 0, 



flu a?, + . . + a^n Xn 



Wenn aber «lo «ii + • • + 0^ a„j «0 ist, so genügen die 
Werthe a?o , 0*1 , . . , d?^^ bei welchen n-^1 unter den gegebenen 
Gleichungen bestehn, auch der nten Gleichung. Denn zufolge 
des Systems verschwindet 

— ^0 («20 «21 -*•••+«»• Oni) - '• '^ «n («an ««i + ••"*" «»n «ni) 

d. i. (a,^ a?j + . . + a,^ a;„) a,i . 

3. Auflösung des Systems (1) ti^ = 0, . . , w„ = . 

I. Wenn die Determinante fi = 5±aji . . a^^ nicht ver- 
schwindet, so wird dem System nur durch die Werthe 
Xi = , . . , cc^ = genügt. MuUiplicirt man die Ate Colonne 
von R mit o?^, und addirt man zur Aten Colonne die mit x^ , 
^2,.. multiplicirten übrigen Colonnen, so findet man für Rxj^ 
eine Determinante , deren h/b Colonne verschwindende Elemente 
hat. Daher ist Rx^^ ^ ^ folglich a?j^ s , in Betracht dass R 
nicht verschwindet. 

II. Wenn die Determinante R verschwindet und eine pnr^ 
tiale Determinante [n — Ijten Grades nicht verschwindet, so wird 
dem System der Gleichungen durch die Proportion 

*) Jacobi Det. 7. Die Gleichung A = heisst nach Bezoüt Hist. de 
TAcad. de Paris 4764 p. S88 die Resultante der linearen Gleichungen 



§. 8, 4. 67 

genügt, in welcher a^^ den Coefficienten des Elements a^i^ in R 
und i eine beliebige Numer bedeutet. Denn die Summe 

verschwindet für irgend welche Numem i und k aus der Reihe 
t bis n (§. 3, 3j . Das System t/i s , . . , u,i =s ist ^nfach un- 
bestimmt. Die Werthe cci , a?2 , . . , welche n— I belielngen Glei- 
^ chungen des Systems genügen , genügen auch der letzten Glei- 
chung des Systems. 

III. Wenn die Determinante R und alle partialen Determinan- 
ten (n— l)ten bis (m4-1)ten Grades verschwinden, und eine par- 
tiale Determinante rwten Grades z. B. S±aii . . a^^^^ nicht ver- 
schwindet*), so ist 

• • • • • • • 

als Summe von n-^m partialen Determinanten (m-4-1)ten Grades, 
welche nach der Voraussetzung einzeln verschwinden. Bezeichnet 
man die Coefficienten , welche die Elemente der letzten Zeile in 
der verschwindenden Determinante haben , der Reihe nach durch 
/^i j P2 ) • • , P«i, />, so hat man (II) 

Die Grössen P\, -- j Pm sind homogene lineare Functionen von 
«^'m+i 7 • • ) ^n ^^^ unabhängig von ?. Also genügen die den Glei- 
chungen % = , . . , Uf^ss genügenden Werthe a?i , . . , Xf^ 
auch jeder andern Gleichung des gegebenen Systems, und das 
gegebene System ist (n— m)fach unbestimmt. 

4. Bei besondrer Beschaflfenheit der Coefficienten giebt es be- 
sondre Methoden zur Auflösung von Systemen linearer Gleichungen. 

Wenn die Coefficienten des in (1) betrachteten Systems von 
der Art sind, dass 

und wenn n gerade ist, so hat man nach den Sätzen und Be- 
zeichnungen von §. 7 die Auflösung**) 



*) Die Behandlung dieses Fells und die Ermittelung seiner Bedin- 
gungen verdankt man Kronecker. Vergl. §. 5, 4. 
**) Jacobi Grelle J. 2 p. 556. 

5* 
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(— 'l)*(1,2,..,n) ajjfe = tti(2, ..,/c— 1,fc-l-4,. .,n) +tij(3, . .,*— 4,fc+4,. . ,n, 4) 

+ . . -I- «„ (1, .. ,fc— 4,^+1, .*,n— 4) . 

Multiplicirt man nämlich die gegebenen Gleichungen der Reihe 
nach mit 

(2, . .,&— 4, fc+4, . .,n) , (8, .. ,fc— 4,fc-l-4,.. ,n, 4^ , . ., (4,. . ,fc— 4,fc-h1, . .,n— 4) 

und addirt die erhaltenen Gleichungen, so bekommt a?/^ den 
Coefficienten 

aiÄ(2, ..,n) + aj;fe{3, ..,n,4) + . . + a„;t (1,..,n-4) , 

dessen Werth durch 

— (A*, 4, . . , Ä— 4, A:-f-4, . . , n) 

dargestellt werden kann (§. 7, 4j. Indem man noch k mit 
1,2,.., Ä— 1 vertauscht, erhält man für den gesuchten Coeffi- 
cienten (§. 7, 3) 

(-4)*(4,2,..,n) . 

Dagegen hat x^ in der erhaltenen Summe den Coefficienten 

— (i, 4, .., Ä— 4, fc+4, . ., n) , 

welcher identisch verschwindet. 

5. Wenn die Coefficienten des linearen Systems von der 
Art sind, dass 

und n ungerade ist, so ist Ä = (§. 3, 13), und den gege- 
benen Gleichungen wird im Allgemeinen nur durch unendliche 
Werthe von a?i , 0^2 ,. . genügt , welche zu einander bestimmte 
Verhältnisse haben (2, Anm.). 

Wenn jedoch die partialen Determinanten (n— 1)ten Grades 
^iki o^fcj'-? deren Verhältnisse zu einander von k unabhängig 
sind (§. 6, 5), und die Werthe m^ , ti2 , . . der Bedingung 

genügen , so ist wenigstens eine Gleichung des Systems über- 
flüssig und das System der übngen Gleichungen nach (4) auf- 
lösbar. 

Vermöge der Identität (§. 7, 4j 

^ik =* (*+^ *••»«, 4, .. , f — 4i(Ä+4, . . , n, 4, . ., Ä— 4) 

reducirt sich jene Bedingung auf 

t*i (2, . . , «) + ttj (3, . . , n, 4) + . . + w„ (4, . . , n— 4) as *). 



*) Jacobi I. c. 
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Beispiel. Unter den Gleichungen 

* cy ^bz Ä f 

— ex * +oa ™ g 

bx ^ay * =s A 

folgt eine aus den beiden andern, wenn 

a/* + 6flf + cA =B , 

ausserdem wird denselben durch unendliche Werthe von x, 
y, z genügt , die sich zu einander wie a : b : c verhalten , vor- 
ausgesetzt dass keine der Grössen a , b^ c verschwindet. 

Andre lineare Systeme von besonderer Art werden unten 
(§. 10) aufgelöst. 

§. 9. Lehrsätze über die linearen Differentialgleichungen. 

1. Die Coefficienten einer linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung, welche kein von der Function unabhängiges Glied 
enthält , können aus n particulären Integralen derselben in ähn- 
licher Weise zusammengesetzt werden, wie die Coefficienten einer 
algebraischen Gleichung aus den Wurzeln derselben*). Wenn 
nämlich y^ , t/2 > • m ^n particuläre Integrale der linearen Diffe- 
rentialgleichung 

« ao 2/ + Ol y' + . . + o„ j/(**) 

bedeuten, wobei y', y", . . die Differentialquotienten der Function 
y von X und die Grössen Qq, Gi , . . , a^ von t/, t/', . . unabhängig 
sind , so werden durch das System 



die Verhältnisse der Grössen Oq , fi^ , . . zu einander bestimmt 
(§. 8, 2). Man bilde die Determinante (w4-1)ten Grades 

y y' . . i/^**) 



Vn Vn • ' yn^""^ 



♦) Vergl. LiBRi Grelle J. 10 p. 189. 
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und bezeichne durch rjjc den Goefficienten, welchen in der Deter- 
minante das Element y^^^ hat, so ist 

Diese Determinanten nten Grades sind aus den n particulären 
Integralen und deren Differentialquotienten zusammengesetzt. 

2. Wenn y^ , . . , 2/^ particuläre* Integrale der Differential- 
gleichung 

= a« 1/ + Ol «/' + . . + a„ $/(") 

sind, so hat man insbesondere 



Vi Vx 



Vn Vn 



• • 



m 



Vi Vi' 



• • 



Vn Vn 



Vx 



(n-i) 



Vn 



(n-i) 



— - ^n-i 



a 



n 



Nun ist der Dividendus 
(§.3, 15), folglich*) 

Vx Vx 



der Differentialquotient des Divisor 



dx 



log 



Vn Vh 






«n- 



•n 



3/i 2// 



S/n Vn 



2/,(«-0 



2/J"'-^> 



= e 






3. Die Integration der linearen ^Differentialgleichung wter 
Ordnung 

(I) a = a« 2/ -»■ «1 2/' + . .+ a« 1/^**^ . 

worin a, flo,'«!, . . von y ^ y\ . . unabhängig sind, lässt sich auf 
die Integration einer linearen Differentialgleichimg (n — w)ter 
Ordnung reduciren, wenn m particuläre Integrale der einfacheren 
linearen Differentialgleichung nter Ordnung 

(II) ^ ^ a^y -k-a^y' -k- .. -¥ a^ l/^«) 

gegeben sind. Lagrange (Miscell. Taur. 3 p. 179) hat diesen 
Satz 1764 ausgesprochen und die Möglichkeit der Reduction 
nachgewiesen. Die Reduction ist von D^Alembert (1. c. p. 381) 
in kurzen Umrissen ausgefUhit worden, mit dessen Verfahren 



*) Abel Grelle J. 2 p. 22. Vergl. Malmsten Grelle J. 39 p. 94 und Tissot 
Liouv. J. 47 p. 478. 
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LiBRi^s Abhandlung über diesen Gegenstand (Grelle J. 10 p. 1 85j 
im Wesentlichen zusammentrifiHt. Nachdem mit Hülfe der Deter- 
minanten von Malmst^n (Grelle J. 39 p. 94) die Ableitung des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (II) aus n— 1 particulären 
Integralen derselben gezeigt worden war, hat Joaghimsthal 
(Grelle J. 40 p. 48) auch die Reduction der allgemeinem linearen 
Differentialgleichung (I) durch m gegebene particulare Integrale 
der Gleichung (II) auf analoge Weise ausgeführt. Das hierzu 
dienliche Verfahren ist zum grossen Theil bereits von Lagrange 
vorgezeichnet, der in einer spätem Abhandlung (M6m. de Berlin 
1775 p. 190) das allgemeine Integral der Gleichung (I) durch n 
particuläre Integrale der Gleichung (II) dargestellt hat. 

Wenn die von x abhängigen Grössen yi , ^2 > • • jl/m gegebene 
particuläre Integrale der Gleichung (II) bedeuten , so lassen sich 
ebensoviel Functionen von Xj welche durch &i , 62» • • ? ^m ^®" 
zeichnet werden, durch Auflösung einer allgemeinen linearen 
Differentialgleichung (n— m)ter Ordnung und durch m Quadra- 
turen dergestalt bestimmen, dass 

y « *i Vi + ^ y. + • . + ft« y«! 

das allgemeine Integral der Gleichung (I) wird. Bezeichnet man 
nämlich 

d Vi d bi 

durch y,-;t » "t durch 6,-, , 



SO erhält man 



da/" d^ 



y' - Kvvx +..-•■ ftm ymx 



Jlf 



= fci y» + . . + 6« y 



rm 



unter den Bedingungen 

6u Vi + . . + 6„, Vm =0 

ftu Vu + . . + bfni Vmx = Ö 

. • I 

durch welche die Verhältnisse b^ : 621 • ^31 • • • bestimmt werden. 
Femer erhält man 

y(»») = 61 yiw + . . + 6^ y^^ + » , 
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wo 

eine bestimmte Function von x . Ebenso ist 
wenn 

wenn 

d Äj 

l/(«) = fci 2/,n + . . + &m 2/mn + «^""'"^ 

■*" ■^i,n — w— 1 ■*" • • ■*" ^« — m — 1,1 ■*"^«— m 

wenn 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit Qq, ^i ^ • • 
multiplicirt und dann addirt , so findet man vennöge der über 
y\ y y2i ' ' 1 Um gemachten Voraussetzungen 

■•' *m-4»i ^i ■*■ ^m + 2 *ii ■•" • • + *n ^i,n — m — i 
■♦■ ^m + 2 ^2 ■♦■ • • + ^n ^2,n — m — a 

• • • 

als Bedingung, unter welcher ^i yi -I- Ö2 ^2 + • • + ^w ^w ^''^ 
Integral der Gleichung (I) ist. 

Zur Berechnung der Grössen ^i , . . , ö,,^, ^i , ^2 > • • bilde 
man die Determinante wten Grades 

Vi Vn Vi^m — i Vifi 

Vm Vmi • • 2/m,m-2 

und bezeichne durch rj^ den Coefficienten , welchen in /?„ das 
Element 1/,» hat. Wenn man die /te Zeile mit h^^ multiplicirt und 
zu ihr die übrigen der Reihe nach mit bi^ , &21 7 • • multiplicirten 
Zeilen addirt , so verschwinden ihre Elemente mit Ausnahme des 
letzten , welches einen der Werthe z, jsj , «2 » • • annimmt. 
Also ist 
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*« ^m-i ^ Vi^ * ^1 ^m ~ Vi «1 » *ti ^m + i ^ Vi '2 y • 

"tn ^ "m + 1 '' 

'•m -• 1 "m — 1 

/im-i t/ ««,-1 

Die Grössen Cj , c^ , . . sind gegebene Functionen von a? , mithin 
werden , nachdem z gefunden ist ^ 6^ , &2 ) • • durch Quadraturen 
berechnet. Durch Differentiation findet man 



'ta 



= c,-2 ar -•- 2 c^, »' + c^ »" 



«18 = Cis « + 3 c,-« «' + 3 c,-, «" + c,- 3'" 



folglich ist 



a = 



«m« 



'm-hi 



»m + 2 



^m-4>3 



*m + 4 



/rf 



C,a 3 + 2 Cii S' + Ci 3" + 3 

C„ 3 + 3 Cij 3' + 3 Cn 3" + Ci 3^') 

+ Cjj 3 + 2 c,i z' •¥■ c, 

+ c,i » + c, z' 



+ « 



(*) 



mff 



'2 * 



die lineare Gleichung (m—n)ter Ordnung, welcher die Function 
z zu genügen hat. Aus dem Werth von a lassen sich dann die 
Functionen 6^ , 62 ? • • > ^m berechnen , so dass 

ein Integral der Gleichung (I) wird. Da in den particulären 
Integralen yi , ^2 > • • j ^w "^^^ üblicher Voraussetzung unbe- 
stimmte Constanten nicht vorkommen , da femer das allgemeine 
Integral z der zuletzt gefundenen linearen Gleichung n—m un- 
bestimmte Gonstanten enthüllt, und durch m Quadraturen bei 
der Berechnung von 6^ , 62 > • • ? ^m ai^dere m unbestimmte Con- 
stanten entstehen , so hat das gefundene Integral der Gleichung 
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(Ij die erforderliche Anzahl von n unbestimmten Gonstanten, 
wodurch es als das allgemeine Integral der Gleichung (I) er- 
scheint. 

4. Die lineare Differentialgleichung , welche zur Integration 
der gegebenen Differentialgleichung zu lösen übrig bleibt , ist im 
Allgemeinen mcht lösbar, wenn sie die erste Ordnung übersteigt. 
Also kommen besonders die Fälle m a» n und rnttsn^^i in 
Betracht. 

Für m SS n ist a = a^ z und tj^ der Coefficient von ^i^n— i ^^ 



Ä,t^i Ä 



• • 



Vn,»» — 



Vn Vni 
b' R = nz b- Ä / ^^ 



dx 



folglich ist das allgemeine Integral der Gleichung (I) 



wie Lagrange a. a. 0. bemerkt hat. 



X + . . + 






dx 



Für w = n — 1 ist a = a„_iJS-4-a„(ci « + «') und iy,- der 
Coefficient von ^^.^ in 



Vi 



B. 



y 



II 



?/i,n- 



2/ 



»A* 



2/« — 1 2/n — 1,1 



Vn — i,n — 8 3/n — 



1,/* 



Nun ist l?„_i der Differentialquotient von K^_2 (§• ^> ^^)> 
folglich 

Zur Auflösung dieser Gleichung bedarf man eines particulären 
Integrals v^ der Gleichung ä o^_j u + «n*^'? nämlich 



da? 



Setzt man nun das zunächst gesucht« allgemeine Integral 

Än-s» « W, V, 
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folglich nach der angenommeneii Bezeichnung 

SO erhält man, weil 0»— i ^ "♦" ^n ^ii ^^^^ der Voraussetzung 
verschwuidet, 



mit einer unbestimmten Constante. Zur Bestimmung von &, hat 
man endHch 



mit je einer neuen unbestimmten Constante , so dass 

das allgemeine Integral der Gleichimg (I) ist , wie Joachimsthal 
(1. c.) bemerkt hat. Den besondem Fall asO, in welchem v^ 
selbst zur unbestimmten Constante wird, hatte Malmst^n (1. c.) 
früher analog behandelt. 

§. 10. Product aller Differenzen von gö^ebenen Grössen. 

1. Wenn man in der Reihe der Grössen «i , 02 , . . , a^ jede 
von allefi folgenden subtrahirt, so erhält man-J-w(w — I) Diffe- 
renzen, deren Product 

• • • • 

(^ — «n- i) 

durch ^ (tti , . . , aj bezeichnet wird. Dieses Product reducirt 
sich auf eine Determinante wten Grades, deren Zeilen geome- 
trische Progressionen enthalten, nämlich"^) 

*) Caucht J. de l'äc. polyt. Cah. 47 p. 48. Analyse alg6br. III, 2 und 
Note IV. Jacobi Grelle J. 22 p. 360. Das Product der Differenzen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung war von Waring, Lagrange, Van- 
DERMONDE betfachtet worden. Bei dem Letztern findet man den besondern 
Fall des obigen Saties 

(5 « a)(c - a){c - 6) « 06' - a*6 + 6c« - b^c + cä^ - c*o 

Hist. de l'Acad. de Paris 4 774 p. S69. 
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^ («1 > . • » a«) = 



« — i 



M— 1 



*n 



"n 



-n 



Beweis. Das Product J ist altemirend (§. 1 , 4) . Wenn nun 
0Li^(i2^^s^" ein Glied von J ist, so ist a2^ (ti^ ci^^ * . ein Glied 
von —Jj folglich — a2^ai^a3^. . ein Glied von /J , Diese beiden 
Glieder von ^ sind entgegengesetzt gleich, wenn die Exponenten 
a und 6 einander gleich sind. Also braucht man, um alle Glieder 
des Products zu bilden , für die Exponenten a, b, c, , , nur 
verschiedene Zahlen zu setzen, und zwar Zahlen der Reihe 
, 1 , . . , n— 1 , weil kein Exponent den Werth n erreichen kann. 
Die Glieder, welche aus 



„ „ l „ 2 
«i ttj «3 



a. 



W — 1 



n 



durch gegenseitige Vertauschung der Exponenten entspringen, 
lassen sich auch durch gegenseitige Vertauschung der Dignanden 
ableiten, und sind daher Glieder von /J oder von — ^, d. h. 
positive oder negative Glieder von J , je nachdem sie durch Per- 
mutationen der einen oder der andern Glasse entstanden. Also 
ist das Product J von der Determinante 



n — 1 



nicht verschieden (§. 2, 2). 

n(n— 1) • 

Von allen 2 2 Gliedern des Products bleiben nur 
1 . 2 ... 71 übrig , also 

bei 3 Grössen 6 statt 8 
» 4 M 24 » 64 

» 5 » ^20 » 1024 u. S. w. 

Beispiel. 



(«1/^2 - a2/S,)(ai/S3 - a^S^iia^ß^ - a^ß^) = 



«1 «l/?! ßl' 

«2* a^ß2 ßi 

«S* <*8 ^» ßz 



2. Jede ganze alternirende Function der Variablen a^ , 
«2 ) • • > «n ^^^ durch das Product der Differenzen ^ (oi , . . , a^) 
theilbar*). Denn durch die gegenseitige Vertauschung von 
irgend zwei Variablen erhält die Function den entgegengesetzt 



*) Caüchy 1. c. p. 46. 
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gleichen Werth; daher verschwindet sie, wenn die beiden 
Variablen von einander sich nicht unterscheiden (§. 2, 4) ; also 
ist sie durch die Differenz derselben , mithin durch das Product 
J theilbar. 

Der Quotient der ganzen alternirenden Function durch das 
Product der Differenzen ihrer Variablen ist je nach der Anzahl 
der Dimensionen entweder eine von den Variablen unabhängige 
Zahl, oder eine (permanent) symmetrische Function der Va- 
riablen. 

Z. B. die Determinante (I) J^± ai®a2^ . . a^"""^ ist eine 
ganze altemirende Function von ebensoviel Dimensionen als das 
Product J. Der Quotient der Determinante durch das Pi*oduct 
ist \ , weil das Anfangsglied der Determinante mit dem Anfangs- 
glied des Products auch dem Zeichen nach übereinstimmt. In 
der That ist (§. 3, 6) 






«S «8 



= (a,— a,)(aa— aj . . 



1 a^ ai' 

2 'l 

Äj -" (Xj 0^2 "■" ^1 

a,— tti a,^— tti* 



\ ai + ttj a,*+aiaj-*-aa* 
K ai + aj ai^+aittj+a,* 



= (a,— ai)(a,— aj . . 



1 a^ ttg 



u. s. w. Andre Beispiele solcher Quotienten kommen im Folgen- 
den vor. Die allgemeine Berechnung derselben ist von Jacobi 
Crelle J. 22 p. 365 gezeigt worden. 

3. I. Wenn y,- [x] eine ganze Function iten Grades von x 
ist , in der die höchste Potenz den Coefficienten 1 hat , so findet 
man*) 



K (f^ia^) . . y„-i(ai) 



4 (f^idn) . . <fn^iM 



i a, 



a 



n— 1 



• • • • 



1 «,» 



n— 1 



"■« 



= ^J 



*) BoRCBARDT Über eine Interpolationsformel. Abh. der Berl. Acad. 
4860 p. 4. 
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indem man ztir letzten, vorletzten, . . Colonne in ^ die mit den 
erforderlichen Coefficienten mnitiplicirten v€M*anstehenden Colon— 
nen addirt (§. 3, 6). Wenn die beidisten Potenzen von x andre 
Coefficienten haben , so ist die Determinante ^ mit dem Product 
dieser Coefficienten zn multipliciren. Wenn z. B. 

so findet man 

- (10 • • (.1'.) 



2n-2 gn-» ,^_^j 



^ fr) • • (n-0 
Und wenn-tti s=a, 02 = a4-1, . . , a,| = a+n— I, so ist 

• 0) ■ U.) 



' \ 4 ; • U-w 



<*). 



IL Wenn y,- (a?) ä Oq,- 4- Oi,- x + . . -4- a^_i < a?**" * .ist , so 
hat man 



V'«(ai) . • Vn-i(ai) 



«ToW • • Vn-i(a«) 



= -^ * «00 • • «H- i,n- 1 ^(*i »••»«•») 



nach der Multiplicationsregel (§. 5, 1). 

Dem angegebeben Lehrsatz steht ein allgemeinerer zur Seite. 
Wenn 

F{Xyy) = (f'.ix) + (f^{x)y +..-•- y'„ _ » (a?) !/" ~ * 

SS Za^x^y!^ 

eine Summe , deren Glieder gebildet werden , indem man für i 
und k alle Zahlen von bis n— 1 setzt, so erhält man bei noch- 
maliger Anwendung der Multiplicationsregel**) 



2'±F(ai,A) . . F(a„,/f„) a JT^ a,« • . a„-,,n-i ^(«i» • • » «n) ^(A» • • . i^n) 



*) Vergl. §. 3, 7. Stewi Grelle J. 66 p. 285. 
**) BoRCHARDT BeH. Monatsbericht 4859 p. 378 und Grelle J. 57 p. 443. 
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4. Wenn man das Product aller Differenzen der Grössen 
ot , . . , du mit dem Product aller Differenzen der Grössen 
ß\, . . j ßn multiplicirt , so erhält man eine Determinante nten 
Grades. Nach der Multiplicationsregel (§. 5, 6) ist 






• « 



• • 



4 oim • • <x. 



» — 1 



• • 



^ ßn ' ' ßn*^ 



Cn • . C] 



m 



C,n . . C, 



4 - a//Jjt 



wenn 
oder wenn 

^a " «1 Pi + «« Pa + • + «n Pn 

Insbesondere ist 



zf (a, , . ., a„)' 



5. 



J« 



'*» — 1 *n 






wenn 



Si 



■ Oll +01^ + . . + OLfi . 

Denn in diesem Falle reducirt sich das Element c,-^ der zu bil- 
denden Determinante auf die Summe der (fH-A:^2)ten Potenzen 
der Grössen a^ , . . , a,| . 

Allgemeiner hat naan**) 



^•[./(ai, a,,.., aj*] 



5. 



5. 



5, 



5« 



*m— 1 



'm 



• « 



'« — I *m • • *am — a 



'm 



wenn die Summe die sämmtlichen f ^ j Glieder umfasst, welche 

aus dem Anfangsglied ^(oi , «2, . . , a„|)2 dadurch entspringen, 
dass an die Stelle der Grössen Oi , a2 , . . , a,,} je m verschiedene 
aus der Reihe «j , . . , a^ gesetzt werden. Denn unter der Vor- 
aussetzung 



♦) Caüchy Exerc. d' anal. 2 p. 4 69. 
**) Catlet Liouv. J. 4 4 p. 298 und Borchardt Licuv. J. 4^ p. 58. 
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<^ik — *t + ft-2 = a 



^ ^ t — 1 „ A; _ i 



i «i 



(Xg «2 + . . + a,j a^ 



ist die durch S,^ bezeichnete Determinante in eine Summe von 
Quadraten zerlegbar (§. 5, 2), nämlich 



^m = 



Cii 


• 


• 


^im 




• 


• 


• 


• 


= 2:< 


Cmi 


• 


• 


^mm 





1 OCm . . Ol, 



m — i 



"•m 



m 



wobei das Summenzeichen die angegebene Bedeutung hat. 

5. Ebenso wird die umfassendere Summe 

, ^ \xM xM • • Xi^m) ^(«w «2, . . , a^)'j 
durch die Determinante wten Grades • 



T = 



h 



'm— 1 



^1 



''tn 



^m — i ' 



m 



*«»!—. 



2m— 2 



ausgedrückt*), wenn ^(a,) gegeben ist, und 

«M = ^i'^xM + . . + a„^;irW • 
Setzt man insbesondere 

(1) xM = ^■{^-(ii) 

so wird tu, =s Us^x — iiu^ij und die Determinante T lässt sich 
in eine Determinante (m-+-1)ten Grades transformiren , wie 
folgt**). 

Nachdem man jede Colonne mit —1 multiplicirt hat, findet 

man (§. 2, 7) 



T = 



«*0 


«*! 


• « 


1 


Ui —U^X 


ttj — «1 ic 


• • 





Wm-W,„»i« 


«*,» + ! -«m^ 


• ■ 


• 




•. r» •! 


j? ♦. 1 


« • -1 • 


• 



Addirt man zur zweiten Zeile die mit x multiplicirte erste Zeile, 
so behält man in der zweiten Zeile 



«1 «2 



• * 



u 



>n 



X . 



*] Joachimsthal CreUe J. 48 p. 394 und Borchardt über eine Inter- 
polationsformel p. 8. 

**) VergL Jacobi Grelle J. 30 p. 429. 
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Wenn man diese mit x multiplicirt und zmr dritten Zeile addirt, 
so behält man in der dritten Zeile 



tt, w. 



u 



m-t-i 



X* , 



u. s. w. Daher ist unter der Voraussetzung (I) 



T = 



«1 «« 



t*m- 



m — 1 



U 



m 






• • 



Setzt man femer 

SO wird 

und die Determinante T kann in eine Determinante (mH-9)ten 
Grades transformirt werden. Man hat nämlich wie vorhin 



r = 



4 




«1 - 



M. — 






w, — 



(tt, - u^x)y u^ 



u^x 



(w, - UiX)y 



• • 



• • 



1 w, — u^x 






« • 



4 
4 «« 



.m 



e 



**m-n "■ **m^ 



•*«» ~ **am — i^ 



«*i — w^a? 



1/ tt| «, — w^a? 




1 






X 



«. 



2/ «*i 



,m 



y H 



m ^m + 1 






m 



U 



»••M 



'sm 



6. Unter der Yoraussetzimg 

= «n (a? — «i) (a? — «a) • . (a? — a,j) 

kann die Determinante mten Grades (4) 



*»i — i 



'm 



*«m — 1 



Baltxer, Determ. 3. Aufl. 



= jr^{a, , . ., oj* 



6 
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§. 10, 6. 



durch die Goefficienten von f[x) ausgedrückt werden, 
aus den m— 2 Zeilen 



Man bilde 



\ 














1 



und aus den m folgenden Zeilen 













«1 *2 



s^ s 



»0 *1 



*m— 1 



'm 






ein System von (2m— 2)2 Elementen, dessen Determinante von 
S^ nicht verschieden ist (§. 2, 6) . Die Colonnen dieses Systems 
werden transformiit , die erste, indem man sie mit a^ multipli- 
cirt; die zweite, indem man sie mit a„ multiplicirt und zu ihr 
die mit a„_i multiplicirte erste Colonne addirt; die dritte, in- 
dem man sie mit o„ multiplicirt und zu ihr die mit a^_^ , a„_2 
multiplicirte 2te, Ite Colonne addirt; u. s. f. Dadurch entsteht 
das System der m— 2 Zeilen 



a«-i 








a„ 



und der m— 1 folgenden Zeilen, die mit m— 2, m— 3, . . Nullen 
anfangen, 



. 
. 






• • 



ft « 



und der Schlusszeile 

Die Determinante dieses Systems hat den Werth a^^w— 25^ 
(§. 3,4. 6) , und die Elemente können mit Hülfe der Newton*- 
schen Identitäten*) 



*) Newton Arithm. univers. ed. 's Gravesande p. 192. Man leitet die- 

f'{x] 
selben am einfachsten aus der Identität der beiden für ' ^; ; sich dar> 

bietenden Ausdrücke ab. 



§. 10, 7. 
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a^s^ = na„ 



reducirt werden. Für die Schlusszeile hat man, weil äq = n ist, 



Demnach findet man 



-a««— ^S« = 



M» 



öfl-l 












na. 



»oft (n-1)a„_i 



(n-<)a„., 

(»-2)«ii-2 
San- 3 



eine Determinante (2m— 2)ten Grades, bei welcher die m — 2 
ersten und die m — 1 folgenden Zeilen in Bezug auf die nicht 
verschwindenden Elemente übereinstimmen. Insbesondere ist 



- <S, = 



- a/5, = 


na 


-1 2fln-2 




a» «n-i 




a^_, a„.. 


na„ 




{n-4)a^, (n-2)a„.. 


na^ (n-1Ja^ 


— i 


(n-2)a„., (»-3)a«.3 


«n-i 2a„_, 




3a; _ 3 4a^. 


•4 



u. s. w. 



7. Das Quadrat des Products von allen Differenzen der 
Grössen 04 , «2 , . . , a^ (4) 

kann durch Werthe der Diflferentialquotienten der Function 

f(x) = Onix - aj (a? - «a) . . (o? - a^) 

ausgedrückt werden. Man hat nämlich 

/•'{o,) = an (ai - a,) (a, - aj . . (a, - a„) 

/•'(a,) = (a, - a,) a^ (a, - «g) . . (a, - aj 

/'(«g) = («8 - «i) («8 - «2) «n • • («8 - «n) 



• a 



« • 



« • • 



6* 
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folglich*) 



n(» — i) 



Ebendaher findet man für m < w 

wenn durch P das Product aller Differenzen der Grössen 
«1 , . . , a^^ von den Grössen (Subtrahenden) a^^^i , . . , a„ be- 
zeichnet wird. 



Beispiel. Wenn ai , . . , a^ die nten Wurzeln von i sind, 



so ist 



fix) = a?« - 1 , fix) = nic«-» , a, a, . . a„ = (-1)**-* , 

(n-i)(n-2) 



-^ («!,..>«„)* = (-4) 

Und wenn a„ =« 1 , so hat man 

S. In der Determinante n%&tk Grades 



n". 



)■ 



(n-i)(n-«) 



n 



n — 2 



P = 



\ Olj . . Oll 



n — « 



W. 



1 a 



« 






n 



hat das Element u^ den CJpefficienten 

wie sich ergiebt, indem man die «te Zeile zur Schlusszeile 
macht (§. 3, 1). Nach der angegebenen Bezdchnung ist 



(«» — aj . . (a,- — ai_ i) (a,-^ ^ — o,-) . . (a„ — a^j 

Bildet man nun 

f(z) = (ä - tx^)(z - aj . . (» — a„) 
r(«») = (»•-«!) • • («• - a,-.i)(aj — a,- + i) . . (a,- - aj 

SO findet man 

(— lj ^(a, , . . , a<«i , «i^i, . . , a«) = -— 



*) Caccht J. de l'^c. polyt. Cah. 17 p. 485. 
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und daher folgende Entwickelang der gegebenen Determinante 

9. Bezeichnet man durch' P^ die Determinante , in welche 
P (8) übergeht, wenn a/ an die Stelle von u,- tritt, so hat 
man*) 



Die Determinante P^ verschwindet , wenn die letzte Colonne 
mit einer der tlbrigen Golonnen übereinstimmt. Also verschwindet 
die Summe der Quotienten für r = , 1 , . . , n — 2 . 

Die Determinante P^ geht in das Product J über, wenn 
7' = w — 4 . Also hat für r = n — 1 die Summe den Werth 1 . 

Die Determinante P^ ist eine ganze altemirende Function 
von «1 , . . , a„ , mithin durch das Product ^ theilbar (2) . Also 
ist für r > n — 1 die betrachtete Summe eine symmetrische 
ganze Function Q^ der Grössen a^ , . . , a„ von r — n -+- I Di- 
mensionen. 

Wenn nun q) [x] = Oo -♦- % x -i- 02 x ^ -♦- . . ist , so findet 
man aus 






durch Addition der Golonnen die Summe 

r(ai) ■*■••■*■ f'ioij 

und durch Addition der Zeilen den Wertfi dieser Summe, der 
verschwindet, wenn der Grad von q)'x geringer ist als n— 1, 
der aber 

Oft + ö«4.i Vn4-i ■•" • • 

beträgt, wenn q>[x) von einem höhern Grade ist**). 



*) Caucht !. c. p. 497. 
**} Den ersten Theil dieses Satzes hatte Euler Ca!c. integr. II §. <169 
gegeben. Durch Jacobi Grelle J. 44 p. SS^I ist der Satz auf Functionen von 
2 Variablen ausgedehnt worden. 



86 §. 10, 9. 

Anmerkung. Nach dem Fundaroentaisatz über die ge- 
brochenen rationalen Functionen ist 



Entwickelt man beide Seiten dieser Identität nach fallenden 
Potenzen von z , so findet man 






Or = 7^^ + . 



als Coefficienten von jz""^"^ *). 

10. Durch Entwickelung der Determinante (1) 

^» \^i } ' ' t nJ ^"^ * * * ■ • 

nach den Elementen der tten Zeile erhält man (§. 3, 3) 

Denselben Werth hat (8) 

Nun ist 

wenn man durch C,«^ die mit dem Zeichen (—1)^ versehene 
Summe der Producte von k verschiedenen Grössen der Reihe 
«1 , . . , a,_i , OLi+iy . . , a^ bezeichnet. Daher hat man die 
Identität 

LI. Aus dem linearen System 

a;, + a?,a„ -I- . . + x„ V-» = tt„ 

findet man nach §. 8 ~ 1 



*) Jacobi Disq. de fract. simpl. 4 825 p.5. 



§. 40, \2. 
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mithin (10) 



Xf, = 



u. 



rM 



Q,!!-* ••" • 



t*. 



rw 



^n^n-^k 



Wenn man zu dem gegebenen System die Gleichung 
hinzufügt, so erhält man (§. 8, %) 



1 


«1 


«■' • 


_ n— i 


«1 


• 

1 


• 


• • 


« • 


• 


4 


2 


«' 


«n-i 


(f{z) 



= 



In dieser Determinante hat g){z) den Goefficienten z/(ai,..,aj 
und M,- den Goefficienten — ^(a^ , . . , a,_i , « , a^^i , . . , a„) . 
Nun ist 

zf (»1 , . . , a,-_ 1 , « , 0|^ i , . . , a„) ^ (ttj , . . , a,-_ p a,-+i , . . , o^, ä) 
- zf (tti , . . , a„) -<:/(a, , . . , «t«,, «i + i » • • » *«> <*i) 

und nach der obigen Bezeichnung (8) 



M 



[z — a,-^ /"(a^) 



folglich hat man 



*\ 






« 



H 



m 



zur Berechnung der Function (n—1)ten Grades, welche bei den 
Werthen aj , . . , a^ von z die Werthe «i , . . , u^ annimmt. Die 
Unbekannte X]^ ist der Coefficient von z^^^ in qp(s), und erhält 
den oben angegebenen Werth, wenn man 



m 

Z — tXi 



s^-' + Ci,z 



n — a 



entwickelt (10). 

12. Aus dem linearen System 



X, 



a?, «i 



X, 



n 



^n'hi 






rr^a, 



n— 1 



+ a?n ««'•-* = ^"* 



*) Lagrange's Interpolationsformel (1795) J. de l'^c. poiyt. Cah. 7—8 
p. 447, welche von dem Fundamentalsatz über die gebrochenen rationalen 
Functionen sich nicht unterscheidet. 
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erhält man (§. 8, !) 



Xi 



"n 



n— 1 



« — 1 



■ « 



«i- 



I — 1 



a 



i + i 



• • 



« — i 



„. « — . /n — 1 „. n— i 

Setzt man beiderseits das tie Element ans Ende, so bleibt übrig 



Xi = 



m 



') 



(*-ai)rW 



13. Aus dem allgemeinern linearen System 



X, 



^1 «i 



a?< 



n 



. . + a/,i a„ 



= u. 



Ä «, 



^l«! 



n — I 



^« *« 



n — 1 



= U. 



n 



findet man nach der angenommenen Bezeichnung (10) 



^n^ifi 






In der That ist 



A«) 



eine Function , welche bei z = a,- auf f (a,) sich reducirt und 
die bei den andei*n Werthen von z aus der Reihe ai , . . , a^ ver- 
schwindet. 

Anstatt der Grössen C,,i_i , C,„_2 » • • findet man, wenn 

fiz) = a« + Ci 3"-» + . . + C„«, z + C„ 

gegeben ist, andre Ausdrücke auf folgendem Wege***). Man 
bilde die Functionen 



/i(«) 


= 


:s 


+ 


Cx 






A(^) 


= 


Z^ 


+ 


C,^ 


+ 


c. 


/sW 


= 


z^ 


+ 


C,;.^ 


+ 


C,z 



c. 



*) Lagrange M6m. de Berlin 1775 p. 4 85. Caucht J. de l'6c. polyt. 
Cah. 17 p. 73. 

**) Cauchy Anal, algäbr. III, 1. Vergl. Lagrange M6m. de Berlin 1771 
R^flexioDS art. 100. 

***) Lagrange M6m. de BerJin4792 p. 248. Vergl. Scheibner Leipz. 
Berichte 1856 p. 65. 
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u. s. w. Dann hat man , weil js* — t^ durch z^t Iheilbar ist, 

und insbesondere, weil /*(ai) , /'(a2) , . . verschwinden, 



« — Olj 



/^ = /«-.(») + «.A.-.(i») + . . + a,"-' 

u. s. w. Aus diesem System erhält man vermöge der gegebenen 
Gleichungen 



|jj — a, * — a, a — an! 

Demnach erscheinen Xi , o^ , . . als die Zähler der Partialbrüche, 
in welche man die gebrochene Function 

zerlegen kann. Für z =s a^ bleibt übrig 

Hiemach sind die Ausdrücke /i (a,) , ^ (a,) , . . gleichbedeutend 
mit den oben gegebenen C^^ > C^ > • * » und enthalten die Grösse 
tti* nicht, wie man bei ihrer Bildung bestätigt findet. 

Wenn insbesondere u^ == \ , U2 = t , U;^ ^ fi^ . , isXy so wird 

A-.K) + <4-.W + .. + <"-• = r^ 

I ^ Ol|' 

in Uebereinstimmung mit (12). 

14. Eine homogene ganze Function der Variablen x und y 
von 2n— I Dimensionen kann durch (2n— 1)te Potenzen linearer 
Functionen von x und y dargestellt werden , deren Anzahl nicht 
grösser als n ist*). Wenn die Function 

*) Sylvester (Phüos. Mag. 4851, II p. 391) hat diese Transformation 
gezeigt und den gesuchten Ausdruck die canonische Form der 
Function genannt, üeber die canonische Form einer homogenen Function 
geraden Grades von 2 Variablen hat Sylvester a\ a. 0. und Cambr. and 
Dublin math. J. 9 p.93 weitere Untersuchungen mitgetheilt. Vergl. Cayley 
Grelle J. 54 p. 48. 
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a.V"-» + a,(«»'7») a?»»-*2/ 



+ ««n-iV 



sn — I 



die Form 

erhalten soll , so werden die Unbekannten Pi , . . , Pn ? 9i » • • ? 9n 
durch ebensoviel gegebene Grössen Oo > • • > ö2n— i bestimmt. 
Wollte man eine homogene ganze Function von 2n Dimensionen 
in gleicher Weise durch 2nte Potenzen darstellen , so würde die 
Anzahl der Unbekannten von der Anzahl der für sie geltenden 
Gleichungen verschieden sein. 

Setzt man q^ = a,p,- und Pi^"^ = 6,-, so erfolgt die ver- 
langte Transformation^ unter den Bedingungen 



a. 



= fr. 


+ . 


. + 


bn 


= *1«. 


+ . 


. + 


K «n 


• • ■ • 


• • 


• 


• • 



««n-i = ^«1 



2»— 1 



*«an 



2n — 1 



Um denselben zu genügen, bildet man die Function 

welche verschwindet , wenn z einen der Werthe ai , «2 , • . an- 
nimmt; demnächst aus der Iten, 2ten,.. Bedingung, indem 
man jedesmal die n folgenden Bedingungen hinzuzieht, das 
System von Gleichungen 



Cn% 


+ 


Cn-iOi 


+ . 


. + 


Ciön-i 


+ 


«n 


= 


Cnfli 


+ 


Cn-iÖ2 


+ . 


. + 


C,a„ 


+ 


«n + i 


s 



und zuletzt die Determinante 



R = 



• ö» 



*n — 1 *n *2n — 

4 Ä . . Ä« 





ö. 


• 


• 


ö«-l 


4 


— . 


«l 


• 


• 


«n 


z 




• 


• 


• 


• 


• 




0« 


• 


• 


«2«-l 


z' 



Nun verschwindet C^ f? , wenn ä einen der Werthe ai , . . , a^ 
annimmt ; also sind a^ , . . , a^ die Wurzeln der Gleichung f? = . 
Diese Gleichung gehört zu den oben. (5) betrachteten. Die 
Grössen fci , . . , 6„ werden aus den ersten n Bedingungen gefun- 
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den (13) , und zwar bestimmt unter der Voraussetzung, dass die 
Wurzeln ai , a2 , . . alle von einander verschieden sind. 

15. Wenn die ganze Function g){ti , . . ij in Bezug auf 
jede der Variablen den (n— 1)ten Grad nicht übersteigt, und 
wenn 

f(z) s- (^ -aJ(z-o,),. . (a-a,,) , 

SO findet man durch wiederholte Anwendung von Lagrange^s 
Interpolationsformel (11) 

fit,) kri^h)itx-H) 
'■ f\u) i rMiu-oii) 

fU,) . . ntn) A.f . . . ,p fioLH) . . riap) {t, - «ä) • • (««- «p) 

eine Summe von n** Gliedern , welche dadurch gebildet werden, 
dass man für h, i, , ,, p alle Zahlen von 1 bis n setzt. 

Wenn insbesondere die Function q> altemirend ist , mithin 
zu z/(/i , . . , ij ein constantes Verhältniss hat (5), so verschwin- 
det jedes Glied der Summe, in welchem die Numem Ä, /, . . ,p 
nicht alle von einander verschieden sind, und man hat für 
h, ij , . ,p nur die Permutationen von 1, 2, . . , 7* zu setzen. 
Dabei ist (7) 

n(n — i) 

und der Quotient z/(a;^, a,-, . . , ap) : ^(aj , . . , aj hat den 
Werth 1 oder —1, je nachdem die Reihe Ä,i, ..,p mit 
1 , 2 , . . , « zu derselben Classe von Permutationen gehört oder 
nicht. Daher bilden die Glieder der Summe eine Determinante 
wten Grades, und man hat*) 



f{ti) ' • fi^n) ■" ^ - «1 ^n - «n 

Anmerkung. Entwickelt man den Quotienten 

y (<i > ' • I tn) 

f{t,) . . f{tn) 



*) Caucht (Exerc. d'anal. 2 p. 154) hat diesen Satz gefunden und 
durch die im folgenden Artikel mitgetheilte Betrachtung bewiesen. 
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nach fallenden Potenzen von t^, -- j inj ^^^ bezeichnet man den 
Coefficienten von (^ ^2 • • ^n) ~ ^ durch 



r y fe > • • > ^ 1 

Irih) . . /•(gj(^..<„)-' 

so erhält man auch in dem Falle , dass die Function g) in Bezug 
auf die einzelnen Variablen den (n— 1)ten Grad übersteigt, 

L ^^) . • /•(« J («1 • • w -* " r(aÄ) . . f'ioip 

also insbesondere 



flli 



m«- 



Die Glieder dieser beiden Summen werden aus den Permutationen 
der Grössen ai , «2 , . . , a,^ gebildet. 

16. Dass^die Determinante 





\ 


• 


^ 




k - «1 


^ -a„ 


c = 


■ 


• 


• • 




4 


• 


1 




^n-«i 


^n — «n 


den angegebenen Werlh (15 








r*^^/(^,- 


..w 


^/(a, , . . , a„) 



besitzt, w^ird durch folgende Betrachtung erkannt. Wenn man 
die Zeilen der Determinante C der Reihe nach mit f{ti), /'fe)) • • 
multiplicirt, so erhält man 



Cf{h) . . f{t„) = Jf ± 



h — «1 



'n — ^n 



eine ganze altemirende Function (2) sowohl von fi , . . , ^„ , als 
auch von a^ , . . , a„ , und theilbar durch J[t^ , . • , /J -^(^i? • • ? «n) • 



*) Jacobi Grelle J. 22 p. 368. 
**) Betti Grelle J. 54 p. 98. 
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Der Quotient ist eine von den Grössen ^i » • • ; ^n ? ^ > - • « ^ ^^^^^ 
abhängige Zahl, welche sich dadurch ermitteln lässt, dass man 
den Grössen /^ , . . , in der Reihe nach die Werthe Oi , . . , o^ 
zuertheilt. In diesem Falle verschwinden alle die Elemente der 
Determinante , welche neben der Diagonale stehn ; daher bleibt 
von der Determinante nur ihr Anfangsglied übrig, welches in 

übergeht (7). Also ist 

der gesuchte Quotient. 

17. Der Coefficient y.i, des Elements in der Deter- 

mmante C (16) entsteht nach §. 3, 1 aus C durch Weglassung 
von ti und aj^ in den Reihen ^ , . . , ^n und a| , . . , an und durch 
Multiplication mit (*-1)*'^^. Daher hat man 

rik = (-^)-^*(-<) T(^r nu^,) fti^xV ZEH 

Indem man noch die Function 
bildet, findet man (8) 

•^(••.*l-«. »<+l. ••)'»(••>«*-«> <»t + «r ••) = ( — <) g'«-) /■'(ot) 

(I, _ a*) . . «4_, - a*)«,-+, - a*) . . («„ - a») = (-«)—' -f^- 

und mit Hülfe dieser Werthe 

rik_ ^ _ fjM_ 9M_±_ 

18. Aus dem linearen System 



• • . • • • • 

^1 . ^ ^n 



*i 



• • 



<n-ai ^-«n 



3B U 



n 
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findet man nach §. 8, i 
mithin (17) 

Anmerkung. Der besondere Fall , in welchem alle Zeilen 
und Colonnen des Systems 



h - «i 



«1- On 



t*. 



'n- «1 



^n — «n 



tt« 



harmonische Reihen sind, kommt in der Theorie der approxi- 
mativen Quadraturen vor (Gauss 1814 Comm. Gott. Tom. 3. 
Vergl. Jacobi Crelle J. 1 p. 301, Schellbach Crelle J. 16 p. 19?, 
ScHEiBifER Leipz. Berichte 1856 p. 73, u. A.) und ist von 
Joachimsthal Crelle J. 48 p. 41 1 neu behandelt worden. Vergl. 
auch LiGowsKi Grunert Archiv 36 p. 181. 

19. Wenn man die Determinante (16 ff.) 

nach ti differentiirt , so erhält man eine neue Determinante, 
welche von C dadurch sich untei*scheidet , dass die Elemente der 
2ten Zeile 



-4 



— 4 



sind (§. 3, 15). Daher ist**) 






(^-tti)' ' ' (^-a«)' 



=s B . 



20. Wenn man die Determinante B durch die Determinante 
C dividirt, so erhält man 



*) HÄdenkamp Crelle J. 22 p. 484. 25 p. 4 82. Liouyille J. 4 4 p. 466. 
Hermite Crelle J. 52 p. 43. 

**) BoRCHARDT Bei'l. Monatsbericht 4855 p. 465 und Crelle J. 53 p. 493. 
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eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für 
hj t , . . ,p alle Permutationen der Numem 1 , 2 , . . , n setzt*) . 

Beweil. Das Product 

t h -" «1 *« — Oft J 

ist eine ganze altemirende Function sowohl von fj , .., /«> ^^^ 
auch von aj , . . , a,| , und theübar durch ^(^ ?••>'«) ^(*i > • • j «n) • 
Der Quotient ist eine symmetrische Function 9> (^ , . . , ^n) » 
welche in Bezug auf jede der Variablen den (n— 1)ten Grad 
erreicht und daher (15) durch 

dargestellt werden kann. 

Wenn nun ^ , ^ , . * , ^n der Reihe nach die Werthe a;^ , 
ttj, . .., ttp erhalten, welche nicht alle von einander verschieden 
sind , so verschwindet 

weil nicht nur B, sondern auch ^ verschwindet, während 

z. B. ^ und ^ mit a;^ zusammenfallen. JUso findet man alle 
nicht verschwindenden Glieder der Summe, indem man für 
Ä,t,-. .,p alle Permutationen der Numem 1,2, ..,n setzt. 
Wenn aber /i , ^2 > • • > ^n ^^^ Reihe nach die von einander ver- 
schiedenen Werthe a;^ , aj , . . , a^ erhalten , so bleibt von der 
Deteiminante 

nur ein Glied e [/'(a;J /*'(a<) . . n^p)]^ ^brig, während 

^{^h> a»i • • » «p) in «^(«i » • • » «n) 
übergeht. Daher ist 



*) BoRCHARDT a. 8. 0. Vergl. Joachiiisthal Grelle J. 53 p. 466. 
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y'(a„ a„ .. , a^) = |-^j__-^ | = (-4) « Tla^) • • Tl«^) , 
^ '^ ' J[t, , . .) z/(aj , . .) (t, - a^) . . (^„ - fip) ' 

Anmerkung. Nach (19) hat man die Identität 

(«i — a;^) . . («„ — oLp) C bt^ . . btn 

Der Diflferentialquotient (§. 3, 15) ist der Quotient einer alter- 
nirenden ganzen Function von ^ , . . , in, dividirt durch f{ti)^. . 
f(tn)^- Indem man denselben durch J{fi, . . , ij dividirt und 
den Quotienten mit f(ti) . . flQ muitipHcirt, erhält man die 
erzeugende Function aller ganzen symmetrischen Functionen von 
den Wurzeln der Gleichung f(z) = . Detm die Entwickelung 
der Identität nach fallenden Potenzen von ^ , . . , /^ giebt einer- 
seits die symmetrische Function der Wurzeln 

andrerseits den Ausdruck derselben durch die Goefficienten 
der Gleichung, worüber man in der angeführten Abhandlung 
weitem Aufechluss findet. 

21. Wenn Fi (a), . . , F^(js) ganze Functionen und a?i , . . , a?^ 
veränderliche Argumente sind, welche für z gesetzt werden, 
so ist die Determinante 2±F^{xx) . . F^{Xff^) eine alternirende 
ganze Function der Argumente x^, . . , o;^ , mithin durch das 
Product der Diflferenzen J[x^^ . . , a?,J theilbar (2). Der Quo- 
tient kann unter der Voraussetzung m <,n und dass keine der 
Functionen den (n— 1)ten Grad übersteigt, interpola torisch aus 
den Werthen berechnet werden, welche die Functionen bei den 
gegebenen Werthen 04 , . . , a„ der Argumente annehmen. Be- 
zeichnet man durch 

das Product der m n Differenzen , welche durch Subtraction aller 
Grössen Oi , . . , a„ von allen Grössen a?i , . . , x^ entstehn, so ist 
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-^(®i * • • » ^m) -^(oii » • • » ^ ^ (<''m + 1 f • • I «n J «1 f • • I a, 



my 



eine Summe von yj Gliedern , welche dadurch gebildet wer- 
den , dass man für a^ , . . , a,^ je m verscliiedene Grössen der 
Reihe Oj , . . , a^ setzt*). 

Beweis. Bildet man q>(z) ä (« -- a^) . . (ä — aj , so ist (11) 

(fi^k) y-'K) (a?it - «i) y' («♦») (a?A - «n) 

und nach der Multiplicationsregel (§. 5, 1) 






m) ^' _t_ ^ 



-2± 



Nun ist (§. 3, 4) 



2:± 



FA^x) FJxJ _ 2:±F,{x,) ..^F^ixj 



(f•{X^) (f{x„,) ^ tf\x^] . . (f.{x,J 

femer (7) 

V'(ai) . • y'W = (-^) '' -^(«1 ' • • » ««l'-OlOfn + i , . • , «n ; «1 » • • » «m) 

endUch (46) 

2: jC . . =5 (""4) * "TTi T" 

^i — «1 ^m— «m ^(«1 » • • I «m ; ^1 » • • ' ^m) 

— ^l«m -n I • • » «n > ^i » • • » **'m/ • 



^ («1 » • • I «m 1 ^1 > ■ • » ^m) 



Durch Einführung dieser Werthe erhält man sofort den zu be- 
weisenden Ausdruck. 

Die Anwendungen dieses Ausdrucks, namentlich auf die 
Reste , welche bei der Entwickelung des Quotienten einer ganzen 
Function f[z) durch q>{z) in einen Kettenbruch entstehn, und auf 
die Nenner der Näherungsbrüche für denselben Ketteübruch, 
findet man in der angeführten Abhandlung. 



*) BoHCHAJiDT Über eine Interpolationsformel. Abhandl. d. Berl. Acad. 
4860 p. 4. 

Bftltser, Determ. 3. Aufl. ^ 
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§. 11. Resultante ron zwei ganzen Fanctionen. 

1. Wenn z eine eigentliche nte Wurzel der Einheit bedeutet, 
deren Potenzen z^y , , y, z^" ^ von 1 verschieden sind , so hat eine 
ganze Function derselben n Glieder, z. B. 

Diese Function *) ist ndeutig , mithin eine Wurzel emer bestimm- 
ten Gleichung nten Grades, deren Coefficienten von z unabhängig 
und ganze Functionen der Grössen a sind. 

Um die Gleichung g){z) — u = unabhängig von z darzu- 
stellen , bilde man unter der Voraussetzung js^ = 1 das System 

cMler 

= o, — u + Ol » -1- a, «* + . . 

= dfi-i + K — «)« + «i«* + • • 

u. s. w. Zufolge dieses Systems verschwindet die Determinante 



a, — « 


«1 


• 


• 


«n-i 


«n-i 


«0-« 


• 


• 


««-« 


• 


• 

«2 


• 


• 
• 


• 



xi^) = 



Denn wenn man z. B. zur ersten Golonne die mit z, 3^, . . mul- 
tiplicirten folgenden Colonnen addirt , so verschwinden alle Ele- 
mente der ersten Colonne. Also ist g){z) eine Wui'zel der Glei- 
chung %(m) = 0, und wenn man die wten Wurzeln von 1 durch 
tti , . . , a„ bezeichnet , so werden alle Wurzeln der Gleichung 
;^(w) =r durch y(ai) , . . , 9p(aJ ausgedrückt. 

Ä Das mit dem Zeichen (—1)** versehene Product der 
Wurzeln 9)(ai) . . qp(aj wird gefunden, indem man das von u 
unabhängige Glied der Gleich^ing durch den Coefficienten von m** 
dividirt. Daher ist **) 



*) Von Waring Mise. anal. 4 762 p. 44 und Eüler 1764 (Nov. Comm. 
Petrop. 9 p. 70) in die Algebra eingeführt. Vergl. Lagrange Räflexions . . 
67 flf. (M6m. de Berlin 477f). 

**) Dieser alte Satz ist bis jetzt auf einen bestimmten Autor nicht 
zurückgeführt worden. In der Angabe desselben von Spottiswoode Grelle 

(n-i)(«-«) 
J. 64 p. 375 fehlt das Zeichen (-1) i . 
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fpM<pM- ' (fioin) = 



««-1 






Dasselbe Resultal kann man auf dem Wege ableiten , der im 
Folgenden (6) bei dem allgemeinerö Problem angezeigt ist, indem 
man die Determinante (§. 10, 1j 



^(«w» aJyW •• VW 



in das Product 



ö« - l «0 



zerlegt (§. 5, 1). 



y(a«) a«y{a,) a,*y(a») 



4 
4 



«1 



a. 



3. Die Determinante des Systems, dessen Zeilen durch 
cyclische Vertauschung aus der jedesmal vorhergehenden Zeile 
gebildet werden, 









heisst die Norm*) der ndeutigen Function y(z). Von den 
n" Gliedern des Products q>(ai) . . q>(oLn) bleiben nur die 1 . Sl . . .n 
Gheder der Determinante übrig. 

In jedem Glied der Determinante ist die Summe der Indices 
durch n theilbar. Denn das Ate Element der tten Zeile hat den 
Index — t + Är oder w — t-f-/:, je nachdem i weniger oder mehr 
als k beträgt. Wird nun ein Glied der Determinante aus dem rten 
Element der 1 ten Zeile^ aus dem sten Element der 2ten Zeile, aus 
dem ^n Element der 3 ten Zeile, . . gebildet, so ist die Summe 
der Indices von 



*) Gauss hat 1834 die »Norm einer com]^exen Zahl« bW daB reale 
Product der complexen Zahl mit der conjugirten complexen Zahl eingeführt. 
Theoria resid. biquadr. 11 §. 30. 

7* 
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§. -ins. 



— 4 — 2 — 3— ..+r + Ä + < + .. d. i. 

um An verschieden , wo k eine Zahl der Reihe bis n — 1 be- 
deutet. Z. ß. für n = 3 hat man 



V(«i)</'lag)V'(a,) = 



«0 ^i ö-i 



ö« «0 «1 

a, a, a^ 



= a.* + a,* — 3a«a,a2 + o»' . 



In Fällen, welche eine unmittelbare Angabe des Products 
zulassen, wird umgekehii, die Determinante auf das Product 
zurückgeführt. Z. B. 

I. Wenn Oj , «2 > • • > «n— 1 ^^^ Werth 1 haben , so ist 
a, + a»* + . . + «,*•"* + 4=0, 

^'(«1) = a^, - 4 , . . , y(an-i) = «• - ^ » y(a«) = a^, — 4 + n , 



a. 4 4 
4 a, 4 
4 4 a« 



= (a. - 4 + n)(a, - 4) 



n— 1 



II. Wenn Oo , «i , 02 ? • • ©^^^^ geometrische Progression bil- 
den, und zwar oq = ^, Oi = v, u. s. w., so ist 

. . 4 - V« 



VJ5 



Nun sind 1 — t; a| , 1 — t;a2 



v 



v 



,n— 1 






t; V* V* 



. . die Divisoren von 1 — v" , daher 






(4-0 



,mn — 1 



«0 



lll. Wenn 02, 03, . . verschwinden, so sind a© + 01«!, 
• aj 02 , . . die Divisoren von a^*^ — (— ^i)**» daher 



«0 «1 



«• «1 



«0 Ol 
«1 «0 



= a,« - (-aj« 



4. Wenn die ganze Function 

g(x) = &^ + 61 o; + . . + 6„a^' 



'j 



= Kti^ - A) . , (ic - ßj 
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gegeben ist, und durch x eine Wurzel der Gleichung j(a?) = 
bezeichnet wird , so ist die ganze Function 

ndeutig, mitbin eine Wurzel einer bestimmten Gleichung nten 
Grades, deren Coefficienten von x unabhängig und ganze Func- 
tionen der Grössen a und h sind. 

Um die Gleichung /^(o?) — t4 =;5 unabhängig von x darzu- 
stellen , bilde man 

^(rc) ~ ti a , xf{x) — a?tt = , . . , £C^" VW — a^*"*« = , 
g[x] = , xg[x) = , . . , o^^-''g{x) = 

also das System von n-\-m Zeilen 






^ 


«0 


— U 


+ aja? 


+ . 





^ 






(«•- 


«)a; + 





= 


• 


• 









SS 


K 




-¥ \x 


+ . 





sr 






b^x 


+ . 



(a, - u)af 



— 1 



Zufolge dieses Systems verschwindet die Determinante 



xp{u) = 



a. 



u 



^ 



«1 


«i 




a,-u 


o, 


• 




o, -« . 


• a 


6, 


6, 


• • • 


ft. 


6. 


• 




ft. 


1 ■ • 

1 • • • 



Also ist f{x) eine Wurzel der Gleichung xp{u) = 0; alle Wurzeln 
der Gleichung- ilf[u) = werden durch f{ß^) , . . , f{ß^) ausge- 
drückt (1). 

Anmerkung. Die Gleichung ip[u) ä trifft zusammen 
mit der nach v. Tschirnhausen*) zu bildenden Resolvente der 



*) Brief an Leibniz 4 677 April 17 und Acta Erud. 4 683. Vergl. La- 
grange M6m, de Berlin 4770. R^flexions . . 4 fr. 
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§. II, 4. 



GieJLchuog g{x) = 0. Dabei wird die RjesolvjeQl^ durch Ver- 
fügungen über die Coefficienteu der Hülfsfunction f[gci) zu eiuier 
besondern; mit jeder Wurzel u der Resolvente ist durch das 
System 

g{x) = , fix) - tt = 
eine bestimmte Wurzel x der gegebenen Gleichung verbunden. 

5. Das mit dem Zeichen (—1)** versehene Product der con- 
jugirten Werthe f(ßi) , . . ,f(ßn) wird gefunden, indem man das 
von u unabhängige Glied R ^ iff{0) der aufgestellten Gleichung 
durch den Coefficienten von u^ dividirt. Nun ist 



H 



a. 



«1 



f>. 



^ 






eine Determinante (rn-w)ten Grades, von welcher n Zeilen aus 
den Coefficienten von f{x) und die folgenden m Zeilen aus den 
Coefficienten von g(x) gebildet sind. Also ist 

Zugleich hat man nach der oben (§. 10, 21) angegebenen ße- 
Zeichnung 



b *" 



= (-1) 



rnn 



■m 



^n^^ißi f • ' > ßn'i *i » • • » *») 



Hiemach ist. das angegebene Product im Werthe R eine 
symmetrische ganze Fi^xct^oß sowohl der Wurzeln /?!,..,/?,,, 
als ai^ch der Wurzel^ a^ , . . ,jQt^, ua4 zugleich eine homogene 
ganze Function sowohl der Coefficienten Oo • . . , a^ von n Dimen- 
sionen , als auch der Coefficienten &o , . . , ^^^ von m Dimensionen, 
und mag die Resultante der beiden ganzen Functionen 
f{x] und g[x) in Bezug auf die Variable x genannt werden, wäh- 
rend die Gleichung Ä «= die Resultante des Systems von Glei- 
chungen f(x) = und g{x) = heisst. Yergl. §• 8, 3. 
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Anmerkung. Die Aufstellung der Resultante von zwei 
algebraischen Gleichungen (aequatio finalis) ist von Eulea (M^m. 
de Berlin 1748 p. 234) auf die Berechnung von symmetrischen 
Functionen der Wurzeln der Gleichungen zurückgeführt worden. 
Zu demselben Zweck hat Lagrange (M^m. de Berlin 1769 p 303) 
den Logarithmus von R berechnet. Die Ableitung der Resultante 
aus einem linearen System ist gleichzeitig von Euler (Mem. de 
Berlin 1764 p. 96) und Bezodt (M^m. de Paris 1764 p. 298) 
angegeben worden. Von dieser Ableitung ist SYLVfisnsR^s dialy- 
tische Methode (Philos. Mag. 4 840 no. 101. VergL Righblot 
Grelle J. 21 p. 2«6) und Hessens Verfahren (Grelle J. 27 p. 1) 
nicht wesentlich verschieden. 

6. Die Identität des Products h^fiß^) . . f[ß^ mit der 
Determinante R (5) wird ohne Rücksicht auf die Gleichung (4) 
i^(m) = erkannt*), 



P = 



f{ßx) ßlfißl) 

r(/»«) /»n/v«) 

fM «1 Aai) 



indem man die Determinante 



ßn'^'fißn) 9ißn) 



»— I 



n— i 



"■m 



fi'^m) fl'W 



ßfT-'gißn) 



, m — 1 
^1 



m — 1 



'■m 



9M 



in das Product von iR mit der Determinante 



Q « 



1 

4 



/»i 



ßn 



'm 



/».' 



ßn 



fi-«-m>- 1 



a 



n-^nt'—i 



«in 



n^m — i 



zerlegt (§. 5, 1). Zufolge der Gleichungen 
ist aber (§. 4, 6 und §. 10, 1] 



P =s 



M) . . A'*-7(/»i) 



fißn) ' . ßfr-'nßn) 



9M 



fl'(am) 



m— i 



• • 



• • 



9(^t) 



«» 



m — 1 



fl'W 



« /"(A) • . fißn)9{^i), ' .. 9{^m)^{ßx > ' O^K » . .) • 



*) BoRCHARDT CrcHe J. 57 p. 4 83. Vergl. Hesse krit. Zeitschr. f. Math. 
4858 p. 483 und Tortolini Ann. di Matern. 4859 p. 5. 
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Femer ist identisch 

n 

folglich 

7. Die Resultante von /*(a;) und g{x) ist zugleich die Resul- 
tante von f{x) und g{x] 4- A/'(ac), wenn diese Function von dem- 
selben Grade ist als g(x) . Denn die Determinante R bleibt 
unverändert, wenn man zu m Zeilen des Systems der Reihe nach 
andre mit k multiplicirte Zeilen desselben addirt (§. 3, 6j, zur 
(n4-1)ten die Ite, zur (n4-2)ten die 2te, u. s. f. 

Die Resultante von f{x) und (x — t) g{x) ist das Product 
der Resultante von f{x) und g{x) mit der Resultante von f{x) 
und x—t. Denn die gesuchte Resultante ist 

Wenn die ganzen Functionen f{x) und g{x) beide durch 
dieselbe ganze Function h{x) theilbar sind, so verschwindet ihre 
Resultante identisch. Z. B. f{x) und (x—ai)g{x) haben diö 
Resultante H/*(a,) = . 

8. Umgekehrt schliesst man: Wenn die Resultante von 
f(x) und g(x) verschwindet, so sind f{x) und g{x) beide durch 
eine bestimmte ganze Function h[x) theilbar. Denn (5) 

verschwindet nicht , wenn a^ == oder 6^ = , weil dabei eine 
Wurzel von f(x) = oder von j(cc) = unendlich wird ; R ver- 
schwindet also nur dann, wenn mindestens eine unter den 
Differenzen ß^ — a^ verschwindet. Unter dieser Bedingung sind 
aber f{x) und g{x) durch x — /?,• theilbar. 

Vermöge der Bedingung Ä = hat die obige Gleichung (4) 
tp^^u) =s mindestens eine verschwindende Wurzel z. B. 
f[ß^) = 0, so dass ß^ssaj^ eine gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen f{x) = und g{x) = ist. 

Wenn nun die Gleichungen f[x) = und g{x) ss eine 
oder mehr gemeinschaftliche Wurzeln besitzen, so haben die 
Functionen f{x) und g{x) einen gemeinschaftlichen Divisor 
ersten oder hohem Grades, dessen Goefficienten ganze homo- 
gene Functionen der gegebenen Goefficienten sind. 



/" 



\ 
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Jede gemeinschaftliche Wurzel w genügt nämlich dem System 
von n-¥:m Gleichungen (4) 



= 



a^ta + ttj ny 



= 
= 

=r 



a.w**"* + 






Also verschwindet nicht nur die durch R bezeichnete Deter- 
minante (n4-m)ten Grades, sondern auch die aus den ersten 
n-^m^K Gleichungen gebildete Determinante (n -h w« — 1 ) ten 
Grades 



«. + 


OiO) 


0. 


• 




a«» 


«1 


ö« 






«0 


«1 


6, + 


6|fti 


ft. 


• 
• 




6^Q> 


^ 


6. 






*• 


6. 

• 



= Äl. + Ä„ « 



femer die aus den ersten n -+•/« — 2 Gleichungen gebildete 
Determinante (n -i- m — 2) ten Grades 



*. 



Ol CO 


+ a,w' 


«3 


flo^ 


+ ttjW* 


«a 




a«w* 


«1 


6)6) 


+ 6,«' 


6. 


6^0» 


+ ft,a>* 


*. 




6,«* 


6, 



a. 



a. 



^ 



K 



= Ä,0+ Ä«l<«+ ^32«"'' 



I 

u. s. w. Denn dadurch, dass man zu den ersten Colonnen dieser 
Determinanten die übrigen mit hinreichenden Potenzen von w 
multiplicirten Colonnen addirt, verschwinden alle Elemente 
der ersten Colonnen zufolge der Voraussetzung. Die in der 
Entwickelung dieser verschwindenden Determinanten (§. 3, 5) 
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vorkDQimenden Coefficienten fi|o> ^ii » ^20 > ^21 r ^22» • • si^d 
pariiale Determinanten von 7?, mithin ganze bouQuogene Functionen 
der Coefficienten von fix) und ^ (a?) . 

Wenn nun die Resultante R nicht verschwindet, so haben 
die ganzen Functionen f[x) und ^[x] keinen gemeinschaftlichen 
Divisor. 

Wenn der Gleichung Ä = genügt wird und dabei ß^i nicht 
ist, so haben f[x) und g{p:) den gemeinschaftlichen Divisor 
ersten Grades 

Wenn der Gleichung 7? = genügt wird und dabei /?,| = , 
/?22 nicht ist, so haben f[x) und g[x) den gemeinschaftlichen 
Divisor zweiten Grades 



"«0 ^^ ■•»!•*' ^^ '»««' 



u. s. w. Unter der Voraussetzung Ä22 = verschwindet auch 
/?2i , sonst wäre eine gemeinschafthche Wurzel der Gleichungen 
f[x) = und ^ (o?) = unendlich. 

Anmerkung. Wenn die Coefficienten von f[x) und j(a;) 
Functionen von y sind, so beruht die Auflösung des Systems 
f[x] = und ^(a?) =s auf der Auflösung der Gleichung H == 
und der Bildung des hiermit bestimmten gemeinschaftlichen Divi- 
sors h[x) von /*(a;) und j(a;) . Nachdem man aus der Gleichung 
ü =s einen Werth von y berechnet hat, findet man aus der 
Gleichung Ä(aj) = den oder die zugehörigen Werthe von x. 
Wenn h [oS] vom ersten Grade ist , so gehört zu dem berechneten 
Werth von y ein Werth von x ; wenn h [x] vom zweiten Grade 
ist, so gehören zu dem Werth von y zwei Werthe von o?, u. s. w. 

9. Wenn die ganzen Functionen /"(x) und gf(a;) auf Grund 
der Gleichung A =s einen gemeinschaftlichen Divisor, und die 
Gleichungen /"(cc) = und 9(0?) = eine oder mehrere gemeinschaft- 
liche Wurzeln haben, so bestehn unter den partialen Determinanten 
von H besondere Relationen , weil die oben (8) gebildeten Deter- 
minanten , welche Functionen einer gemeinschaftlichen Wurzel w 
vom Iten, 2ten, . . Grade sind, verschwinden. 

Der gemeinschaftliche Divisor sei vom ersten Grade; die 
DetenninaBte Ä werde durch .5 ± a^o 0^ . . a„^^^i ,|^^_i 
und der Goefßcient des Elements a^^ in K durch a,jt bezeichnet. 



§. 41, 10. 107 

Vermöge der YoraussetzuDg fl = folgt aus dem System der 
n-hm Gleichungen 

= a„ + a, w + . . 

= a^ Qi + a, Qi' + • • 

• s 6, 4- 6, <o + . . 

=£ 6, w 4- 6, a>' + . . 

die Proportion (§. 8, 2) 

d. h. die den Elementen irgend einer Zeile von R zugehörigen 
Goefficienten a^ , a,i , . . bilden eine geometrische Progression, 
deren Verhältniss die gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 

f(x) = und 5(0?) = ist^). 

10. Wenn y(ir) = Aq 4- Ä| a? -f- . . eine gegebene ganze 
Function von x ist, welche den (n -|- m — 1 ) ten Grad nicht über- 
steigt, so giebt es bestimmte Multiplicatoren p und q, ganze , 
Functionen von x, die erstere (li— IJten, die^andere (w— 1)ten 
Grades von der Art, dass man identisch hat**) 

pf{x) + qg(x) = R(f(x) . 

Die Möglichkeit der Identität erhellt aus der Anzahl der 
Goefficienten in p und q^ über welche verfügt werden kann. 
Die Berechnung der Multiplicatoren p und q erfolgt , indem man 
die Zeilen des Systems 

f(x) ^ a^ -^ atX •¥- . . 
xf{x) » %x -f- «iX* + . . 

• • ^ ■ • • • • • 

g[x) = 6, + 6,a; -•- . . 
xg{x) SS 6,a; + difl?' -♦ 



• • 



x^'-'g{x) = ft.aj"»-» + . . 

der Reihe nach mit den Coefficiinten (9) Oo,-, «i,-, .. multiplicirt 
und die Prpducte addirt. Unter Anwendung der Bezeichnung 

*) Vergl. Jacobi Grelle J. 15 p. 4 06. 
♦*) Jacobi CreUe J. 45 p. 408. 



— 1 



<08 §. 11, 10. 

Pi = «0» + «11« + . . + ^n-x,i^ 

findet man (§. 3, 3] die Identität 

Pif{x) + qig(x) = Äa?* . 

Bildet man nun mit Hülfe der gegebenen Goefficienten 

P = ^oPo + ^iPi + • • + ^n + m-il'n + m-i 

SO findet die geforderte Identität statt. 

Anmerkung, ßei der Aufsuchung des gemeinschaftlichen 
Divisors von f{x) und g[x) hatte zuerst Euler (M^m. de Berlin 
1764 p. 91) 

fix) ^ q 

9{^) P 

gesetzt, und die Identität pf\oD)-h qg(x) = der Berechnung 
des gemeinschaftlichen Divisors 

9 V 

ZU Grunde gelegt. Die Identität 

pM^) + 9o9{^) * Ä 

ist von Gauss (Demonstr. nova altera 8. Comm. Gott. III. 1815) in 
dem besondem Falle betrachtet worden , dass g{x) = f{x) ist. 

11. Durch Differentiation der Identität (10) 

Pif(x) + qig[x) = Rx* 

ei^ebt sich im Allgemeinen 



^ ^f^^ ^ ^.^ ^ ^9i ^,^, _ ÖÄ 

^Pi fl^\ _*_ ^ ^ ^ ^9i ^,. ÖÄ 






Wenn nun f[x) und 3(0?) einen gemeinschaftlichen Divisor 
erst^en Grades haben, und w die gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen /(ccjssO und j(a?)=sO ist, so hat man fUr aJ=cw*) 



*) RiCHELOT Grelle J. 21 p. 228. 



§. H, 42. 
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Pf = 

4 : Ol : . 



"v^ — Ol« , 

"5^ ' 



: Ol*" 3= 



. : Ol'* s= 



9^w* = 



öl* 



dA 
da« 

du 



9* = 






dA 

dA 
Jb 



n 



in Uebereinstimmung mit der oben (9) angegebenen Proportion, 
12. Die Determinante (n + m)ten Grades 



A = 



a. 



a. 



a,, 



6o 6, ö. 



kann durch Verbindung ihrer Zeilen in eine Determinante nten 
oder mten Grades zusammengezogen werden , je nachdem n 
oder m die grössre der beiden Zahlen ist. 

Es sei zunächst m^n. Um die nte Zeile von R zu trans- 
formiren , multiplicire man die tite Zeile mit 6„ und die voran- 
gehenden Zeilen mit 6„_i , 6^_2 > • • > ebenso die 2nte Zeile mit 
o„ und die vorangehenden mit 0«— i ? ^n— 2 > • • • Durch Sub- 
traction der 3nten Zeile von der nten, der (2n — <)ten Zeile von 
der (n— <)ten,.. bilde man nun unter Anwendung der Be- 
zeichnung 



die Zeilen 




diA = «• 




d.i 


d„ 


dn - 1,1 


<*». 




d„ 


• 


<'ii-i,i <*»« 








• • 



Die Addition dieser Zeilen ergiebt für die nte Zeile von b^ R die 
Elemente 

d„ d„ . . d^n ^ . . . 

weil d^i = , d;^,. s=s — d^jg , und daher die Summe 

d,-, + d<_,-^., + . . + d,i = . 



no 



§. n, 42. 



Auf dieselbe Weise transforniirt man die (n— 1)te, (n— 2l)te^.. 
Zeile von R. Man multiplicirt die (w— i)te Zeile mit 6„, die 
vorangehenden Zeilen mit 6^_i , 6„_2 , . . u. s. f. und findet 
endlich die Elemente der (0 — ijten Zeile von 6„'"*"^Ä durch 
Addition der abgeleiteten Zeilen 






•n — • — 1,1 + I 



"n — t-' 2,t + 2 



. d. 



«,•-1-1 



d 



on 



*i + i,» 



^i + «,n 



Bezeichnet man das (A-I-I)te Element der (n— /)ten Zeile durch 
c^l^j so hat man 

Analog ist 

weil die Summe </,^.i ä "*■ ^t ä+i "*" • • **" ^Ät+i id^tisch ver- 
schwindet. Insbesottdtere hat man 



't,w — I — "tn > 



Cm = » 



weil a^ und 6^ als verschwindend zu betrachten sind, wenn 



Hiernach ist nun 



Cfi — 1,« 



Vfi = 



00 



C« — 1,W — 1 



'n 



Bezeichnet man die Determinante 2 dt Cqq. . c„_i „_i durch S, 

«(n-l) 
SO ist (§. 4, 6) &„**Ä das Product von (—1) *^ S mit einer 

Determinante nten Grades , die von ihrem Anfangsglied b^*^ sich 

nicht unterscheidet. Also ist*) 

R rr (-<) i S. 



*) Vergl. unten (44). 



§. H, 43. 



\U 



Beispiele. Wenn f{x) und g{x] vom 2ten Grade sind, so 



wird 



ft = - S = - 



i ^02 



Ol "02 



Wenn f{x) und ^ [x] vom 3len Grade sind , so findet man 



R = - S = - 



"Ol 



'OS 



•03 



d,a 



"OS 



<*IS <*2S 



Wenn /*(a;) und 9 (x) vom 4ton Grade sind , so findet man 



"Ol 



»Ol 



'08 



'04 



"0« 
d|4 



'OS 



«*04 + rf., 
di4 -^ <«,. 



»«4 



**04 
d,4 

d.o 



Diese Determinanten können nach §. 3 , 16 weifer entwickelt 
werden, wobei die Identität 



^ik^lm -*- ^ki^im + ^U^k 



IN 



(§. 3, 11) zur Verfügung steht. 

13. Wenn m < n , so bilde man durch Hinzufügung von 
U'-m Zeilen, 



6, 6, 



'n 



welche auf der Diagonale endigen , die Determinante Swten Gra- 
des b^^^R, und verwandle dieselbe auf die angegebene Art 
(1^) in eine Determinante nten Grades, so dass 



6,«-*"« = 



'n— 1,0 



'00 



^n — I,» — 



^o,n — I 



Diese Determinante ist aber durch h^"^ theilbar, als Product 
der beiden DeterminanCien nien Grades 



U2 



§. 11, 13. 



a. 



^m — 1,* ^m — 1,1 • 



(\ 



00 



'•I 



*n-i 






Man findet nämlich durch Multiplication der ersten Colonne in 
der ersten Determinante mit den Colonnen der zweiten De- 
terminante die erste Colonne des Products, u. s. w. In der 
That ist 

weil o„i4.i , Otn+2 7 " ^^^ verschwindend zu betrachten sind. 
Die zweite Determinante hat den Werth h^"^ ^ also ist R der 
ersten Determinante gleich*). 

14. Die abgekürzte Form der Resultante R (12) ist von 
Bezout (M^m. de Paris 1764 p. 317) durch ein Verfahren er- 
reicht worden, welches in neuerer Zeit Jagobi (Grelle J. 15 
p. 101. Vergl. Calchy Exerc. d'Anal. 1840 p. 393) in Erinne- 
rung gebracht und durch neue wesentliche Bemerkungen ergänzt 
hat. Aus den gegebenen Functionen f[x) und g[x)^ welche 
beide als Functionen nten Grades vorausgesetzt werden , bildet 
man mit Hülfe geeigneter Multiplicatoren n bestimmte Functionen 
(n— 1)ten Grades Wqj **! i --»^n— n welche mit f[x) und g[x) 
zugleich verschwinden. Dann ergiebt sich die Resultante von 
f[x] und g[x) und der gemeinschaftliche Divisor dieser Functio- 
nen aus dem System von Gleichungen i^ = , . . , ^».1 = . 
Es ist nämlich 

f(x) a^+i + «r^-«^ + • • 
g[x) 6^^j + K^^x + . . 



6, + ftiO; + 



. + o-j;'* 



*r-k- 



1 + a^^^x + 



+ a^a^^^^^ 



+ h^of 6^ + 1 + ^r-n^ + . . + 6„ic"~''~* 



eine Function (n— 1)ten Grades, welche durch 



*) Vergl. RosENHAiN Grelle J. S8 p. 268. 



bezeichnet wird. Unter Anwendung der Bezeichnung 
findet man (§. 3, 5) 

^r« =" ^»ir + s + i "•■ ^i,r + » + . • + d»,r + i 

und analog 

weil die Summe d,+i r +••"*" c^r 5+1 identisch verschwin- 
det (12). 

Bezeichnet man nun die Determinante 2 dt Cqq., c„_i „_i 
durch S, und den Goefficienten des Elements c^j^ in S durch y^/^j 
so findet man aus dem System 

**»» — i ^* ^n — 1,0 "*■ ^n — 1,1 *^ + • ■ . + C,| ^ 1^,1 _ , 0/ 

(§. 8, 4) die Identität 

«en» + . . + tt«-iy„-M = sa^ (40) . 

Jede gemeinschaftliche Wurzel (o der Gleichungen f{x) = 
und 3(ar) = genUgt dem System w^ = , . . , w„_i =;= , weil 
diese letztem Functionen mit f(x) und g[x) zugleich ver- 
schwinden. Wenn nun S nicht verschwindet, so schliesst man 
wie oben (8), dass die Gleichungen f[x) = und g[x) ^ 
eine gemeinschaftliche Wurzel nicht haben. Wenn aber aS = 
und y^ nicht ist, so haben die Gleichungen eine gemein- 
schaftliche Wurzel, und es besteht die Proportion (vergl. 9) 

Man hat also insbesondere 

w* : ft»' = y,vt : ^1« . 

Zugleich ist y,,- = y^, zufolge der Identität c,,- =s c,-, (§. 3, 13), 
folglich 



*) Jacobi 1. C. p. 4 OS. 
Baltser, Detonn. 3. Aofl. ^ 



in §. u, u. 

Wenn nun die Summen i + k und r -h s einander gleich sind, 
so sind y^tf und y^-g einander gleich, und man kann ihren gemein- 
schaftlichen Werth durch y^^j^ bezeichnen. Dann gilt die um- 
fassendere Proportion '*'] 

d. h. die Grössen y© j /!)••) /2n— 2 bilden eine geometrische 
Progression , deren Verhäitniss die gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen f(x) = und g[x) = ist. 

Wenn die Determinante S verschwindet, so haben f(x) 
und g{x) einen gemeinschaftlichen Divisor, und die Resultante 
R verschwindet (8) . Nun ist S wie R (5) eine homogene ganze 
Function sowohl der Grössen Aq , a^ , . . , als auch der Grössen 
Öq, 6i , . . von n Dimensionen , also ist der Quotient 8 : R eine 
von diesen Grössen unabhängige Zahl. Das Anfangsglied von R 
ist Qq^ b^ und kommt in dem Anfangsglied von 



n(n — 

(-4) • S 



^n — 1,0 ^n — i,n — i 



C, 



90 



^•^n — 



n(n-i) 
mit demselben Zeichen vor. Daher ist (—4) 2 S:R^a\j 

wie oben [\ ^) durch directe Transformation gezeigt vnirde. 

15. Cayley hat die Berechnung der Resultante von f[x) 
und g[x) auf die Entwickelung der symmetrischen ganzen 
Function (§. iO, 2) 

gegründet**). Dabei wird vorausgesetzt, dass f{x) vom mten 
Grade, ^(a?) vom wten Grade, und m <^n ist (4). Die Glieder 
der Summe werden dadurch gebildet, dass man für i und k 
alle Zahlen von bis n — 4 setzt. Weil F((r, y) = F(y, x) , so 
ist c,vk = Cfc^ . 



*) Jacobi 1. c. p. 406. 

♦*) Vergl. Sylvesteb's Mittheilung Phiios. Trans. 4858 p. 546. Hermitb 
Grelle J. 59 p. 47 Anm. Caylay Grelle J. 58 p. 866. Bokcbarot Grelle J. 58 
p. 867 und 57 p. 4 42. 



Setzt man a,- tj^ — Oj^ 6^ ä d^j^ , so erhalt man 
(a^ + aiOJ + . .)(&• + &iy + . .) - (^ + tiic + . .)(«# + öiy+ • •) 

+ 



und daher 



+ <<n-i,n(a^-V-a?"y"-') 






+ 



Indem man die Glieder absondert, welche x*y^ enthalten, findet 
man wie oben (1 2 und 1 4j 

Abgesefan von dieser Entwickelung bat man 

m, w = , F{ßi, ßi) ^ nßijsfißi) . 

folglieh 

£±F[ß,,ß,) . . F{ß^, ßj = /(/J,) . . f(ß^)g'{ß,) . . flr'(^J . 

' Wenn man beide Seilen durch ^(/?j , . . ,/?J2 dividirt, so findet 
man (§. 4 0, 3 und 7) 

= (-4) » 6„"— Ä{6). 

Die Theilbarkeit der Determinante durch ö,,"**"* ist oben (13) 
nachgewiesen worden. 

10. RosBNHAiN hat die Resultante der Functionen f{x) und 
g{x) interpolatorisch durch die Werthe von f(x) und g{x) aus- 
gedrückt, welche zu m-i-n gegebenen Werthen des Arguments 
cc gehören*). Diese Werthe von f{x) sind eben so wenig von 
einander unabhängig, als die Werthe von g(x)j weil f{x) durch 
wi -4- 4 und g{x) durch n + 1 Werthe bestimmt ist (§. 4 0, 4 4). 



*) Grelle J. 80 p. 457. Yergl. Kronkckbr Berl. MoDatsbericht 4866 
p. 690. 

8* 



U6 



§. 41, 16. 



Sind CTj, 0^2,.. gegebene Werthe von x, so multiplicire 
man die Determinante [n + m] ten Grades 



R « 



flf. Ol a. 



^ *i ^« 



zeilenweise mit 



P = 



a;. 



a?. 



• • 



a?, 



n — m— 1 



a;, 



ii + m 



n-t-m^ 1 



Bezeichnet man das Product durch -2± Cu . . c^+m,n+m> so 
hat man 

Cii = /*(a?i) , Ci, = aji/-(a?i) , . . , q« = aj^^-VfajJ , 

u. s. w., folglich RP 

fix,) xj[x,) . . aji»-7(ajj y(a;0 a;iflf(ajj . . x,'^'''g[x,) 

Indem man diese Determinante in eine Summe von Produeten 
partialer Determinanten wten und witen Grades zerlegt (§. 4, 4), 
findet man 

Zf{x,) . . f{x„)J{Xi, . . , Xn)g{Xn + i) . . gi^n-^mi^i^n-hi » • • » ^«4-m) » 

eine Summe von (** j Gliedern, welche dadurch gebildet 

werden, dass man für 1, 2,..,n alle Combinationen von n 
verschiedenen Numem der Reihe 1 , 2 , . . , w + m setzt , und 
die übrigen Numem so ordnet, dass die Reihe aller Numem 
jedesmal mit der Reihe 1 , 9 , . . , w -i- /// zu derselben Classe der 
Permutationen gehört. Nun ist identisch (§. 10, 21) 



^{x, ) • • } aUjj^. 



zJ^aJi , . . , a?^) ^[Xfi ^ i , . ' t^n-hm) 



— D(aJi I . . I Xfi j Xf^^i f . . , a5n^,„) 



folglich , unabhängig von den Permutationen, 



§. 11, 17. 417 

Anmerkung. Mit Hülfe dieser Formel hat Roj^enhain 
a. a. 0. Caüchy's Interpolatorische Darstellung einer gebroche- 
nen algebraischen Function *j abgeleitet. 

Die Resultante von f{x) und {x^z)()(x) ist (7) Rf[z]^ 
und wird nach der angegebenen Regel durch die Werthe der 
beiden Functionen ausgedrückt , welche zu m -i- n + I Werthen 
von X gehören , wie folgt : 

Die Resultante- von [x-'z)f[x) und j(a) ist Kg['z) und' 
nach derselben Regel 

*^ v'^'o * • ' f *^n — 1 » '^n » • • » ^1» •♦• m' 

Durch Division erhiilt man , nachdem man den Zähler und den 
Nenner durch 5'(to) • • 9{^n+m) dividirt und den Quotienten 
f{Xi) : y[Xi) durch if^ bezeichnet hat, 

/ ^) *^ (^0 > • • » *^n » *^« + 1 » • • » •''fi -*• m) 



fl'i«) ,< «*0 • • «'«-I 



■ß v^o » • • » ®n — 1 » ^n > • ' ^n -♦- m) 



(a?o-af) . . (a?«-.|-Ä) 



17. BoRCHARDT hat die Resultante der Functionen f{x) und 
g{x) , beide ?iten Grades, in terpola torisch durch die Werthe von 
f{x] und j(aj) ausgedrückt, welche zu w -4- 1 gegebenen Werthen 
^0 > ^1 > • • > ^n d®s Arguments a; gehören**) . 

Unter der Voraussetzung (15) 

y ^ X 

ist die Determinante -5 dt CoQ. .c„_i„_i der Resultante /? gleich 
oder entgegengesetzt gleich. Nach §. 1 0, 3 hat man aber 

Bildet man nun die Function (n+ 1)ten Grades 

(f{x) = (a; — 05,) (ic — aJi) . . (a; - a?„) 



*) Caücht Anal, algöbr. Note 6. Vergl. Jacobi CreUe J. 30 p. 427. 
«*) Berl. MoQatsbencht 4859 p. 376 und Grelle J. 57 p. 44 4. 
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§. n,47. 



so ist (§. 4 0, 8] 

Nach Einführung der Elemente 

. _ F(Xi , Xk) . 

erhält man daher 

Eine besondere Eigenschaft der Elemente dieser letztem 
Determinante ergiebt sich daraus , dass P[x , y) in Bezug auf x 

vom (n— 1)ten Grade, dagegen fp{x) vom (n + 4)ten Grade ist, 
dass also (§. 10, 9) 

. F{x^ , y) 



F(x.,y) ^ F(a?i,y) 



(p'(x.) 



ff'M 



tp'ix^) 



. 



Demnach ist 



also insbesondere 



*«ik + Ai* + ••+*«*=*• » 



-Ä 



•• 



Ä.i + h^ + . . + A, 



'•1 



'•t 



— An « Ä,i + A„ + . . 

— Am = A.« + A,, + . . 



'M 



'n 



tn 



»in 



'«« 



u. s. w. Nun haben in der verschwindenden Determinante 
(n + 1 j ten Grades (— 1 )*•+ ^ 5 ± Aqo ä^^ . . A„„ alle Elemente 
gleiche Goefficienten (§. 3, 9) , deren gemeinschaftlicher Werth 
durch die Formel 



[0 , 1 , . . , n] 



bezeichnet wird. Also ist 



Z"±Co. . .c„_,^„_j = (-^r^taJo,. .,ajj«[0,*, ..,»] 



18. 
Grades 



Die Formel [0 , 4 , . . , n] d. h. die Determinante nten 



Kt + . . + A, 



-A, 



»Ol -r ' . -r »»m - r»,j 

"" A,, A«, H- . . 4- A,,, 



-A.. 



- A 



ti 



- A 



si 



-A 



S9 



Am + . . + A 



M» 



ist von BoRCHARDT a. a. 0. nach den Producten der in der Diago- 
nale stehenden Grössen Äqi , A02 » • • > Äg„ entwickelt worden 
(vergl. §.4, Ä). 



§. U, 48. 149 

Der Theil derselben , welcher keine dieser Grössen enthält. 



*,,+..+ A,n 


— Äi2 


— Äj, 


-A« 


Ä„ + . . + h^n 


-Ä„ 


-A« 


-Ä„ 


*i» + • • + Ä„, . 


• 


• 


• 



ist wiederum eine verschwindende Determinante (§. 3 , 9) , in 
welcher alle Elemente denselben Coefficienten haben , der durch 
[1 , 2 , . . , n] bezeichnet wird. Daher ist der Theil der gesuch- 
ten Entwickelung, welcher je eine der Grössen ^oi, Äo2>-- 
enthält, 

*•! M» 2, • . , »] + Ä„ [i, a, . . , n] + . . . 

Der Theil von [0 , 4 , . . , n] , welcher das Product h^i Ä02 
enthält, ist eine partiale Determinante (n— 2)ten Grades, die 
aus der Determinante [2 , 3 , . . , n] dadurch gebildet werden 
kann, dass man die in der Diagonale stehenden Grössen A23, 
^24i - '1 ^2n <lui*<^b ^^ Summen 

ersetzt. Bezeichnet man die so transformirte Determinante 

durch 

[T+8, 3, . .,n] , 

so ist der Theil von [0 , I , . . , n] , welcher je 2 von den Grössen 
Aoi , A02 > • • enthält. 



\i'^oa[^ + *' 3,4,.. ,n] + ÄoiÄ„ M + 3, 8, 4, . . ,n] + . . . 

Auf analoge Weise wird der Theil von [0 , 4 , . . , w], welcher 
je 3 von jenen Grössen enthält, durch 



Ä.iAw*«»M + * + 3»*»*» • •] + ^lÄo.'^oi [< + * + *» »» 5, . .] + . . 



ausgedrückt , indem man [4 + 2 + 3,4,5,..] aus [3 , i , 5 , . .] 
dadurch ableitet, dass man die in der Diagonale stehenden 
Grössen A34 , ^35 , . . durch die Summen 

ersetzt. U. s. w. So entsteht die Recursionsregel 



[0, 4,. .,n] = Zh., [4, 8,. .] + -rÄ.jÄ., [i + 1,3, . .] 



+ -2'A„Ä„Ä„ [i + 1 + 3, 4, . .] + . . 
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§. H, 48. 



Zufolge derselben ist 

[0, 4, i] = -2"Ä.Ji,2] + Ä,»Ä„ 



[0,4,2,8] = Z"Ä,»[4,2,3] + 2:h,,h,^li + % , S] + ä,iÄ,,Äo, 



+ KiKti*-*-^* «] + Ä„Ä„[2 + 3, 4] + Ä„Ä„Ä„ . 



Die Formel [^ 2, 3] hat 3 Glieder, die Formel [1 + 2, 3] 
hat deren 2, also hat [0, 1, 2, 3] deren 4^. Ebenso erkennt 
man , dass die Formel 



[4^-2+. .4-*, Ä + 4, Ä + a, Ä4-8] 

32 jt ^ 3 . 2 Ä 2 + Ä:^ = fc (i + 3) 2 Glieder hat. Unter der Annahme, 
dass für die Werlhe von m , welche eine bestimmte Grenze nicht 
übersteigen, die Formel 



fc(i-l-»/)»»»— t Glieder besitzt, findet man vermöge der Recursions- 
regel für 



[4 + 2 + .. + *, *+4,.., * + m + 4] 
die Anzahl der Glieder 

Ä(in+4)(4 +m)"«-> + *»("*?•*) . 2;2+m-4)«-» + *»(**'). 8(3+m-2)«-» + . . 

» *{m+4)~+ ik*m;m+4}"»-» + Ä"(«)(m+4)''»-»+ .. 

» fc(*+m+4)"* . 

Demnach ist die bis zu m = 3 gültige Annahme unbeschränkt 
richtig. 

19. Die Resultante der Function titen Grades f{x) und der 
derivirten Function f'(x) ist (5) 

dj SOj 803 



<-V'(«.)..r{«g - 



a. 
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wenn das Svstem n Zeilen der ersten Arl und n — f Zeilen der 
zweiten Art hat. Subtrahirt man die mit n multiplioirte letzte 
Zeile von der nien, so erhallt die nte Zeile folgende Elemente 

0,..,0, —na^, — (n— i;aj,.., — a„_i , 

und die Resultante reducirt sich (§. 2, 5) auf das Product von 
a^ mit einer Determinante (2n — 2)ten Grades, welche durch A 
bezeichnet wird. Nach §. 1 0, 7 ist 

H(n~i) 
A = fl««-V'«i) . . /"{«n) = (-<) • a««»- «^:a», . .,a„» 

eine symmetrische ganze Function der Wurzeln ai , . . , a^ 
(vergl. §. 10, 6) und eine homogene ganze Function der Coeffi- 
cienten Oq,- - ,o^ von 2 ^? — 2 Dimensionen, welche die D i s c r i- 
rainanteder ganzen Function f{x) und der Gleichung 
f[x) = genannt wird*). Wenn n^ verschwindet, so wird eine 
der Wurzeln a^ , a2,.. unendlich gross; dabei verschwindet die 
JDiscriminante im Allgemeinen nicht, sondern wird zur Discrimi- 
nante einer Function (/?— I)ten Grades. 

Die Discriminante des Products /'(.r) ^ (.r) erscheint hirrnach 
(abgesehn vom Zeichen) als das Product der Discriminanten 
von l{x] und g{x) multiplicirt mit dem Quadrat der Resultante 
von f{x) uxid(j{x]. Wenn A die Discriminante von f{x) ist, so 
findet man z. B. für [x — t) f{x) die Discriminante Af{t]^. 

20. Wenn die Discriminante von f{x] nicht verschwindet, 
so haben f{x) und f{x) keinen gemeinschaftlichen Divisor (8) 
und die Wurzeln der Gleichung f\x) = sind sämmtlich von 
einander verschieden. 

Wenn die Discriminante von f{x) verschwindet, so haben 
f(x) und f'(x) einen gemeinschaftlichen Divisor und die Wurzeln 
der Gleichung f{x) = sind nicht alle von einander ver- 
schieden. Der gemeinschaftliche Divisor theilt auch die Function 
pf(x) -^ <locf'{x) y weiche aus der gegebenen Function dadurch 



*) Gauss Demonstr. nova altera 6 (Comm. Gott. Vol. 3) hatte dieser 
Formel den Namen »Determinante der Fun<^tion f{x) oder der Gleichung 
f{x) 3B 0« beigelegt. Vergl. Joacbimstbal Grelle J. 33 p. 37i. Jacobi Grelle 
J. 40 p. 244. Bei dem jetzigen Sprachgebrauch ist der von Sylvester 
(Philos. Mag. 485i, 11 p. 406) gebildete Name »Discriminante« bezeich- 
nender. 
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abgeleitet werden kann , dass man ihre Goefficienien üq , a^, , . 
der Reihe nach mit den Gliedern einer beliebigen arithmetischen 
Progression multipiicirt , und welche vor Erfindung der Difieren- 
üalrechnung von Hdddb 1657*) zur Bestimmung mehrfacher 
Wurzeln der Gleichung f[x) = gebildet worden ist. 

Wenn f(x) und f'(x) den gemeinschaftlichen Divisor i* 
haben , und die Discriminante von t nicht verschwindet , so ist 
f(x) durch i*+* theilbar. Es sei z. B. 

f(m) = «*i* , 

rix) = k^-^fu + t*«' =» t*t7. 

Wenn nun t' und t einen gemeinschaftlichen Divisor nicht haben, 
so ist u durch f , also /"(o;) durch ^*"*"* theilbar. 

21. Die Function f{x) kann als ein besonderer Werth der 
homogenen Function von 2 Variablen und n Dimensionen 

angesehn werden**). Die Binomialcoefficienten sind den Coeffi- 

cienten der homogenen Function als Factoren beigegeben , damit 

die durch n getheilten Dififerentialquotienten von u Goefficienten 

derselben Art erhalten, und damit u eine nte Potenz in dem 

Falle wird, dass Aqj Ai,..,A^ eine geometrische Progression 

bilden. 

Nach der Fundamentaleigenschaft der homogenen Functionen 

hat man die Identität « 

hu du 

nu «B a?-jr — + y -jr— . 

Der gemeinschaftliche Divisor von u und — y- ist also auch ein 
Divisor von — y- . Die unter der Voraussetzung y = 1 gebil- 
dete Resultante von — y- und — t- ist wie die Discriminante 

n öx n oy 

*) HuDDE Epist. I. Reg. 40 in Schooten's Ausgabe von Descartes' 
Geometrie. 

**) Dieses wichtige Hülfsmittel der Analysis ist von Newton Arithm. 
uoiv. Inventio divisorum p. 48, Plücker System d. anal. Geom. §. 4, 1, 
Hisse Grelle J. 98 p. 4 09, Joachimstbal Grelle J. 33 p. 873, Jacobi Grelle 
J. 40 p. 247 und Andern , zu dem gegenwärtigen Zweck von Sai.iion higher 
plane curves p. 896 angewendet worden. 
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von f(x) eine homogene ganze Function der Goefficienten 
Oo , a^,.. ^Q^ von 2 n — 2 Dimensionen und verschwindet zu- 
gleich mit der Discriminante von f[x) . Daher hat jene Resultante 
zu dieser Discriminante ein von den Goefficienten Oq , a^ , . . 
unabhängiges Yerhältniss. 

In der That, wenn man in der Determinante i4 (19) jede 
der letzten n — 2 Zeilen mit n multiplicirt , und von ihnen der 
Reihe nach die 2te, 3te, . . Zeile des Systems subtrahirt, so findet 
man nach Umstellung der nten Zeile 



«I 


«0, 


80. 


• • 




«I 


««, 


8a, 

» 


«•«. 


(«-<)«», 


• 


• • 




»«. 


(«-1)0, 


(»-«)«, 






• 


« • 



d. i. die Resultante von f'[x) und nf[x) — xf'[x] . 

Beispiele. Die Discriminante der Function 2ten Grades 

a, + la^x + OjCD* 
ist die Resultante von Oj + 020? und Qq -h o^x, nämlich 

a,' — o»o, . 

Die Discriminante von o^ + 3oi x + 3 ojx^ + cu^x^ ist die 

Resultante von 

a^ + %(iiX •^ a^x^ 

a, 4- ^QiX + a^x' 

nSmlich in der verkürzten Gestalt (12) 

8(a,»- a^a^) a^a^-- a,a, 
«loa- «0«» 2(a«'- «lös) 

Ebenso findet man die Determinante von 

»• + 4 0,0? 4- 6a, ac* + 40» «• + a^x* , 

8 (ai» - a. a,) 3 (a, a, - a. a,) a» a, - a. a^ 

8(0, a, - a^a,) 9a,» - 8ai a^ - a^a^ 8(a,a, — a, aj 
0,0, -a,a, 3(a,a, - a,a,) 8(a,* - 0,0,) 

22. Das in der Discriminante von f{x) enthaltene Product 
aller positiven und negativen Differenzen zwischen den Wurzeln 
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tti , 02 , . . , a„ der Gleichung f[x) = ist der Quotient des be- 
kannten Gliedes durch den Coefficienten des höchsten Gliedes 
in der geordneten Gleichung, deren Wurzeln die genannten 
Differenzen sind *) . 

Um diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass dem 
System 

f[x) = , /-(ic + i/) = 

genügt wird, indem man für x und X'\-y alle Wurzeln ai , .., a^, 
mithin für y alle Differenzen der Wurzeln , unter denen w ver- 
schwinden, und für x den jedesmaligen Subtrahenden setzt. 
Dabei verschwindet die Resultante R der beiden durch l[x] 
und f[x-¥y) bezeichneten Functionen von x (8). Also ist R 
durch (/** theilbar, und /i : y** = die Gleichung, deren Wurzeln 
die Differenzen zwischen jeder der Grössen a^ , . . , a„ und den 
übrigen Grössen dieser Reihe sind. Diese Differenzen sind aber 
paarweise entgegengesetzt gleich, also kommen in B.y"' nur 
gerade Potenzen von y vor. 

Unmittelbar findet man die von den verschwindenden Wur- 
zeln befreite Gleichung, indem man**) von dem System 

(I) Att + tj) = 0, ({u-v) ^ 

ausgeht , welchem durch die Werthe . 

2tt = a^ + ajfe , 2i; = a^ — a/^ 

genügt wird. Dieselben Auflösungen hat das System 

(II) /'(m-t^i -^ fiu-v) ^ ^ ^ fju-k-v) --fiu-v] ^ .^ ^ 

dessen erste Gleichung nur'' gerade, und dessen zweite Glei- 
chung nur ungerade Potenzen von v enthält. Weil f{n -4- v) 
—' f[u^ i) durch V theilbar ist , so umfasst das System (II) die 
beiden Systeme 



*) Diese unter dem Namen »äquation aux carrös des difförences« 
bekannte Gleichung ist von Waring Mise, analyt. 1762 p. 47 mit Hülfe von 
symmetrischen Functionen der Grössen a» , a, , . . construirt und zur 
Untersuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung gebraucht worden. 
Besondere Ausführungen für die Gieichunsen 4ten und 5ten Grades hat 
Waring in den Philos. Transact. 1763 p. 294 mitgelheilt. Die Ableitung 
der erwähnten Gleichung durch Elimination wurde von Evler Calc. diflf. 
11, §.244 gezeigt, und ausführlich von Lagrange (M6m. de Berlin 4767 
p. 34 4 art. 8. Resolution des 6quat. art. 8 und Note 3) behandelt. 
**) Nach Borchardt's Angabe. 
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(III) ^^ ^ ^ ^^ — ^ = , v = 

und 

f(m-t;) H-Z'ttt-t;) _ ■ f(m-t;) -/-(t^-v) _ 

Dem System (IV) wird durch die Werthe 

unter der Beschränkung genügt, dass t und A verschiedene 
Zahlen der Reihe 1 ,?,.., n bedeuten. Bildet man nun die 
Resultanten ip{v^) undx(w) der Functionen 

f{u-^v) + fju^v) ^^^ fju-i-v) -- fju^v) 
2 . 2t; ' 

jene in Bezug auf die Variable u , diese in Bezug auf v^ , so ist 

l/;(t;') = , weDD V* = T^^^i "" ***)* ' 

;|r(tt) = , wenn u * y (a^ + «*) • 



§. 12. Die Fanctionaldeterminanten. 

1. Wenn ?/i , . . , .v^ Functionen der Variablen a?i , . . , ar^ 
sind, so besteht für die Differentiale das lineare System 

Die Determinante desselben (§. 8, 1) ^ ± /^ . . r^ heisst die 

Functionaldeterminante der Functionen t/j ,.., t/^ in Be- 
zug auf die Variablen Xi,, , ,Xf^*) und wird wie ein partialer 
Differentialquotient auch durch 



*) Jacobi de determ. functionalibus (Grelle J. 22 p. 849) §. 5. Mehrere 
unter den hierher gehörigen Sätzen hatte Jacobi in frühern Abhandlungen, 
namenllich Grelle J. 12 p. 38 ff. gegeben. 
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bezeichnet*). Wenn die Functionaldeterminante nicht ver- 
schwindet, so l(.önnen die Differentiale dx durch die Differentiale 
dy ausgedrückt werden. Man findet aus dem angezeigten linea- 
ren System 

indem man durch ^ die Functionaldeterminante , durch J^^ den 
Coefficienten von c^ in ^ bezeichnet. 

Wenn die Grössen ^i , . . , y» °^^^^ unabhängig von einander, 
sondern durch die Gleichung <f{yii - - jVn) = ^ verbunden sind, 
so verschwindet die Functionaldeterminante der y in Bezug auf 
die cc identisch, d. h. bei beliebigen Werthen der x**). Denn 
die Determinante 

enthält zufolge der Gleichungen (k = 1 , 2 , . . , nj 

eine Golonne verschwindender Elemente (§. 3, 6). 

2. Wenn die Grössen y explicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind 

so kann der Differentialquotient von y^ in Bezug auf .t^, also auch 
die Functionaldeterminante unmittelbar gebildet werden. 

Wenn insbesondere ^ die Variable x^ nicht enthält , wenn 
f^ die Variablen Xi , X2 nicht enthält , wenn überhaupt /^ die 
Variablen Xi , . . ,a?,— 1 nicht enthält, so erscheint die Functional- 
determinante in Form eines Products, weil von ihr nur das An- 
feiügsglied übrig bleibt (§. 2, 7) . 

Wenn die Grössen y gebrochene Functionen mit demselben 
Nenner sind, z. B.***) 



*) DoRxnr Philos. Trans. 4854, Ip. 71. 
**) Jacobi det. funet. §. 6. 
♦♦♦) Jacobi Grelle J. 42 p. 40. 
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so 



ist «' Y^ = « >r-^ — **» T-- f folelich 

OXl OXl OXk ^ 



^t«+i 2^± 



dy, hy^ 



du du 
u u V u Y — 



U| u 



d«^ 



— u 



du 



55j^ "" * 55[ 



• • 



du^ du 



2^± 



da?, ' ' da;,, u""*"' 



du 
da?! 

du. 



du 

. . U Y 

du, 

. . U \ ' — 

du 

3^ 

du, 



— u 



du 

U 5 

du 



* 5^ 



du 



"5 



X, 



n 



du» 






und durch die Substitution u^ 



du 
da;, 

dx, 



Ott» 
da?, 



• 

du. 


4 



findet man ~ 

dv 
dd9, 

dt?, 

• • • 

dv. 



dt; 

dt?, 
Tx^ 



dv« 



unabhängig von den Differentialen der Function t, 

3. Wenn die Grössen y implicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind zufolge des Systems von n Gleichungen 



^i(yi » . 


• .y«. 


♦C, > . . 


»^n) - 


so ist*) 










-y± 


So?, 





i ± 



(-<)' 



da;. 



ir± 



*5y7 









*) Jacobi det. funct. §.40 uod 18. 
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Beweis. Zufolge der Voraussetzungen hat man 

hr Öl/r 

Wenn nun unter den Variablen x nur xj^ sich ändert , so ist 



hx bxj. 


bVn bxf, bxf, 




bFi _ bFi 
bxf, ~~ by^ 


hl j 1 bFi by^ 
b^k by^ bxk 




folglich (§. 5, 1) 






"" dd?i ' * bx^ "" 


^ 4. ÖF, ÖF„ ^ ^ by, 
bVi * * df/„ "■ da?» 


öy« 

•• hxi 



Anmerkung. Wenn die Grössen Fj , F2 , . . so beschaffen 
sind, dass F^ die Variablen a?i , . . ,a?|«i nicht enthält, so ist 

^ ^ bF^ bF„ ^ bF\ bF^ 
bx^ ' ' bx^ bxi bx^ 

das Product der in der Diagonale stehenden Elemente (2) . 
Wenn die Grössen F^ , F2 , . . so beschaffen sind , dass 

Fj = - y» + /i (a?i , . . , Xn) 



so ist 



V" 



±4^ ÖF„ ^ 



^ + öy, öl/n == 2- ± ^^> . . ^''* = ^ ± ^^» ^^' 
da;, * ' dic„ bx^ ' ' bx^ bx^ ' ' bx„ 



n 



Und wenn man aus dem gegebenen System Fi = , . . , 
F^ = das System 

Vi = Vi («i » • •) 



abgeleitet hatte , so erhielte man die Functionaldeterminante der 
Grössen y in Bezug auf die Variablen x in Form des Products 

bxx ' dap,| 
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In der That ist die Determinante 

Ö<y, dy, b(f^ 



bx^ bx. 







dff. 



öa;. 



das Product der Determinanten 









da5| 
by^ 

bx^ 



bVi by^ 



bXf 

bx^ 






byi^i bxff bxig bx/f 



zufolge der Identität 
__ bifi byy _ 

4. Wenn m < n und zufolge des Systems von n Glei- 
chungen 

die Grössen ij implicite gegebene Functionen der Grössen x sind, 

so ist*) 

^ ^ öF. bF^ bF^^, bF^ 



2:± 



bxy bx^ 



m 






B«weia. Die Determinante 



(-<) 



m 



bF, bF, bF^ bF, 

^ ' ' 5ä^ dy^ + i ' ' ^ 



ÖF^ dF; bF„ bF\ 

'Sxl ' ' bx^ hm^i '.' h 

ist das Product der Determinanten 



n 
n 



*) Jacobi det. fiinct. §. 43. 
Baltser, Deierm. 3. Aufl. 
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bF. 






ÖF, 






^Vi 



öy, öy, 



dx, ■ öj?^ by^ 



byj_ 



^ 

bx^ ' ' bXf^ dt/^. + i ' ' by„ 



Ö2/n 



^Vn ^Vn 



weil nach (3) bei fc = 1 , 2 , . . , m 



bF\ by, ^ ^ bFj by„ ^ bFj 



und bei A: = w -H 1 , . . , n 



öf^ ^ _^ ^ dF< by,, ^ bFi^ 

^ Jy* byt 



01/ dt/ 

Der zweite Factor ist von 2 ± -^ . . v-=^ nicht verschieden 

(§. 2, S). 

Insbesondre ist bei m =± 1 



da?, 



-2" ± 



^^ Ö3/2 ' ' by„ 



£ ± 



bF, bF^ 



byi ' ' by. 



5. Wenn js^ , . . , z^ gegebene Functionen der Grössen 
y\7" il/ni ^^^ d^^^^ wiederum gegebene Functionen der Grössen 
^1 > • • > ^m ^^^^ > ^^ findet man die Functionaldeterminante der 
Grössen z in Bezug auf die Grössen x*) bei w < n 

5^ ' * öo?^ tw..\ by^ by^ by^' ' ^ bx, bx^ bx^ ' ') 

eine Summe , deren Glieder dadurch gebildet werden , dass man 
für tuv , . alle Combinationen von je m verschiedenen Numern 
der Reihe \ bis n setzt. Bei w = n ist 

bx^ ' ' ^^ (Ji/j * ' byn bx, ' ' bx^i 

Unter der Voraussetzung m > n verschwindet die Functional- 
determinante identisch d. h. bei beliebigen Werthen der Variablen 
X, Alles dieses folgt nach §. 5, i aus der Vorati9setzwng 



*) Jacobi det. funct. §. H . 
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bxj^ öy, bjcj^ by„ bx/^ 

6. Dass eine gegebene Function /i (a?i , . . , ir„) durch weniger 
als 71 von einander unahhüngige Variable ausdrückbar sei, 
erkennt man nach Einführung von neuen von einander unab- 
hängigen Variablen 

daran, dass unter den Differentialquotienten der transformirten 
Function in Bezug auf y^ j .-^Vn einer oder mehrere verschwinden: 
Wenn die partialen Functionaldeterminanten (7w-4-1)ten 
Grades, welche aus dem System der Differenlialquotienten von 
foi f\i'-Jm'^^ ßez^S auf a?, , . . , x^ 

/Ol • • Im 
Ml /in 

fmi .* • fmn 

durch Auswahl von w -f- 4 Colonnen gebildet werden können, 
alle identisch verschwinden, so ist die transformirte Function 
von den Grössen y^^.i , . . , ^n unabhängig und in Wahrheit, von 
nicht mehr als m Variablen abhängig"^). 

Beweis, Nach der Voraussetzung ist die Functionaldeter- 
rainante der y in Bezug auf die x 

-/ = ^ ± fii . ftm = fix ^Ai + • • + An -Un 

von Null verschieden (1). Durch die Substitution 



findet man 






k ^ kh 



Der Differentialquotient der transformirten Function /q in Bezug 
auf yj^^ wird demnach gefunden , indem man durch J die Summe 

dividirt d. i. die Determinante wten Grades , welche aus J abge- 



*) Der jACOBrsche Satz (det. funct. §. 7) ist auf diese Weise von Kron- 
ecker erweitert und genauer gefasst worden. Brief!. Mittheilung 4 869 
März \ \ . 

9» 
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leitet wird , indem man fj^ durch ^ ersetzt. Wenn man nun in 
J der Reihe nach /i„+i , . . , /i» durch ^ ersetzt, so verschwinden 
identisch die abgeleitete Determinante und jener DiflFerential- 
quotient, weil die aus m -4- I bestimmten Zeilen des Systems und 
je m -h 1 Golonnen desselben zu bildenden partialen Determinan- 
ten nach der Voraussetzung sämmtlich identisch verschwinden 

(§• i, 4). 

Wäre aber unter diesen partialen Determinanten (w-4-1)ten 

Qrades eine von Null verschieden , so könnten die Determinante 
nten Grades und der von ihr abhängige Differentialquotient nicht 
identisch verschwinden, in Betracht dass /i,,^.! , . . ,/i, insoweit 
verfügbar bleiben , als nicht die Functionaldeterminante z/ iden- 
tisch verschwindet. 

7. Besondere Fälle. Wenn die Functionen /l , . . , /% 
linear sind., so ist die Functionaldeterminante von der Deter- 
minante der Coefficienten nicht verschieden (§. 8). Bei dem 
Verschwinden dieser Determinante sind die Functionen durch 
eine Gleichung von der Form 

unter einander verbunden und jede von ihnen durch n — \ 
Grössen ausdrtickbar. 

Wenn die Functionen /i , . . , /Jj die partialen Differentialquo- 
tienten einer gegebenen Function F sind , so ist die Functional- 
determinante gleichbedeutend mit der von Hesse (Grelle J. 28 
p. 83) aus den zweiten partialen Differentialquotienten von F 
gebildeten Determinante , welcher Sylvester (Cambr. and Dublin 
math. J. 6 p. 186) den Namen »Hessian of F« gegeben hat. 
Diese Functionaldeterminante verschwindet identisch , sobald die 
Differentialquotienten durch ^ine bei beliebigen Werthen der 
Variablen gültige Gleichung verbunden sind (1). Wenn die 
Differentialquotienten durch eine Gleichung von der Art 

verbunden sind , in welcher Ci , . . , c„ Constanten bedeuten , so 
geht die Function P durch die lineare Substitution 
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in eine Function der n — 4 Variablen y^ , . . , ,y^_i über, weil 
dF bx. bx„ 

Wenn die Function F eine quadratische Form ist d. h. 
eine ganze homogene Function der Variablen von 2 Dimensionen, 
so sind ihre Differentialquotienten /l , . . , /J, linear und die mit 
— 1 multiplicirteFunctionaldeterminante derselben wird die De - 
terminantederForm genannt. Wenn die Determinante der 
Form verschwindet , so sind /l , . . , /i, durch eine Gleichung von 
der Art 

verbunden bei beliebigen Werthen der Variablen a:^ , . . ,5r„, und 
die Form F ist in Wahrheil eine quadratische Form von weniger 
als n Variablen**). 

Beispiel 

F = X* + hy' - 2af* + iyz + xs - 5xy 
/■jp = 20? — 5|/ + 3 
fy = - 5a? + 82/ + 2s 
• fz = a? + 22/ — 4j 

Die Deteruiinanle der Form F verschwindet und man hat 

2/x -•- Ay + /; - . 

Durch Einfuhrung der neuen Variablen 

X — iz oder x — %y oder x — x 

y — z y -' y y -^p 

z — z z — y z — ^x 

ßndet man 

F = (a; - 22)* + 4(2/ - z)'' - 5(a;'- 23) ,'2/ - 2) 

= [x - 22/)' - 2(j - 2/)* + (o? - 22/)(3 - y) 

= 4(2/ - -ia;)- - 2(3 - 4^:)» 4- 2(2/ - ■ia;)(3 - ia:) 

= (a? - 2/ — «) (a? — ♦!/ + 23) . 

8. Wenn die Function F(yi,..,?/J nach Einführung der 
Variablen cfi , . . , (r„ , von welchen yi , • . , ^n •'^ gegebener Weise 
abhängen, durch 6" (,Ti , . . , .x,,) ausgedrückt wird, so wird das 



*) Vergl. Hesse Grelle J. 42 p. 417. 56 p. 263. 
**) Gauss Disq. arithm. 154. 245. 267. 
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zwischen bestimmten endlichen Grenxen j^enommene /ifache 
Integral J = j F[y^ , • • , ?/n) ^^2/i • • ^^Vn d^^ch 



/ 






ausgedruckt. Dabei wird vorausgesetzt , dass jtidem System von 
Werthen der y ein System von Werthen der ./; eindeutig ent- 
spricht ; dass die entsprechenden Differentiale gleiche Zeichen 
erhalten ; dass die Grenzen der Integrationen in Bezug auf die x 
entsprechend den gegebenen Grenzen der Integrationen in Bezug 
auf die y gezogen werden *) . 

Beweis. Die Reihenfolge der Intc^grationen ist beliebig. Wenn 
man mit der Integration in Bezug auf //^ l)eginnt , und 

setzt, so hat man dy^ durch ^-" dx^ zu ersetzen, weil ^i , . . , 
^n— I unverändert l)K'iben und findet 

Wenn man die Entwickelung dieses Integrals mit der Integration 
in Bezug auf «/^_| beginnt und 

setzt, SO hat man c/Vn— i durch x ^^ " ~ ' dx^_i zu ersetzen, weil 
yi > • • > yn— 2 > '^n unverändert bleiben, und findet 

J = fPiVi f-y yn-2 » Vn-i . 7n) . ^ '* ~ ' -j^ dy, . . dy,^_., dx^_,dx^ . 

Indem man so fortführt, erhält man endlich 

^'(</i » • • » V'n) -^ • • -^ dx, . . dj,, . 

« 

*] Die Transformation eines zweifachen Integrals ist zuerst von Euler 
4 759 Nov. Comm. Petrop. U, I p. 72 (Calc. inlegr. IV p. 4i6) gezeigt wor- 
den. Bald darauf hat Lagrange M6m. de l'Acad. de Berlin 4 773 p. 425 die 
Transformation eines dreifachen Integrals ausgeführt. Der allgemeine Aus- 
druck des transformirten vielfachen Integrals rührt von Jacobi her (Grelle 
J. 42 p. 38, det. funct. §.4 9). Denselben Ausdruck hat später Catalan 
gefunden. M6m. cour. p. l'acad. de Bruxelles t. 44 (4 840). Vcrgl. Bull, de 
Tacad. de Belgique t. 4 3, 6. 
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Das Produet der hinzutretenden DifTerentialquotienten ist der 
Functionaldeteniiinante der Grössen y in Bezug auf die Grössen 
X gleich, wie auch der Zusammenhang jener mit diesen gegeben 

sei (3). 

9. Zu derselben Regel gelangt man unmittelbar durch Ver- 
folgung des Weges , den Lagrange (1. c.) bei der Transformation 
eines dreifachen Integrals eingeschlagen hat^). 

Wenn /*j , /i , . • , /i^ Functionen der Variablen öCi , 0^2 , . . , a;^ 
sind, und durch f^j^ der Differentialquotient von /J in Bezug auf 
jTjt bezeichnet wird , so besteht das System von linearen Glei- 
chungcm 

f^fn = /iii^'-^i + fm^^i +..-•• fnn^^n • 

Durch Auflösung desselben erhält man [\] 

wenn /?„ = ^ ± /ji . . /j„, und z/,^ den Coefficienten von /Jj^ in f?^ 
bedeutet, so dass insbesondere J^^ =£ /?^_i ist. Es sei nun U 
eine gegebene Function von fi^^^fn und 



J Vdf, df^ . . d/;, 



das zu bildende vielfache Integral. 

Wenn man die Reihe der auszufilhrenden Integrationen mit 
der Integration in Bezug auf /*„ eröffnet, so hat man die Summe 
der Differentiale Udf^^ unter der Bedingung zu suchen , dass 
/i ) /2 > • • ) fn-i unverändert bleiben. Unter dieser Bedingung ist 
in dem obigen System von linearen Gleichungen 

dA = 0, d/, = 0,.. ,dfn^, «= 0, 
folglich 

SO dass man df^ durch r-^^ dx^ ersetzen kann. Folglich ist 
Judf, . . dU = A^ «*A <if„_ , dx^ , 



*) Vergl. Catalak I. c. Moicro Le^ons II, p. 233. 
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wenn die Grenzen von .i^ nach den gegebenen Grenzen von f^ 
besiimmt werden. Indem man die Entwickelung des so Irans- 
formirten Integrals mit der Integration in Bezug auf die Variable 

/»_! beginnt, hat pian die Summe der Differentiale U ** df^^^^ 

"n— 1 

ZU suchen, während /l , hy'—tfn—i^^n unverändert bleiben. 
Unter dieser Voraussetzung hat man aber 

mithin folgendes System von n — \ linearen Gleichungen : 
Hieraus ergiebt sich wie oben 

D AL- 

SO dass man rf/n— i durch -^^^^ ^a^'n— i ^^^^ ^ ir^ ^/ii-i durch 

^—-2- rfa?„«i ersetzen kann. Daher ist bei der erforderlichen 
Begrenzung 

Der gefundene Ausdruck für das gesuchte vielfache Integral 
lässt sich durch analoge Betrachtungen transformiren , indem 
man zufolge eines Systems von n — 2 linearen Gleichungen 

dfn^2 durch j^^^ rf^^n-2 ersetzt, wodurch 

//} 

wird, u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege 
/ 1/ -^ d/i da?, . . dxn = / UB^ dx^ da?, . . dx„ , 

indem man zuerst in Bezug auf f[ integrirend vermöge der Be- 
dingungen 



§.12, 10. 
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dxi ~ , dx^ = , . . , dXf^ SS 
hf 

das Differential (//J durch .— d.Xi d. i. H^äxi ersetzt. 

10. Die Krümmung, welche eine gegebene Fläche in einem 
ihrer Puncte hat (curvatura localis im Gegensatz zu integra), wird 
nach Gauss "^j durch eine Functionaldeterminante gemessen, die 
bei den verschiedenen Methoden , die Flüchenpuncte zu bestim- 
men, in verschiedenen Gestalten auftritt. 

Der gegebenen Fläche wird von Gauss eine Kugel beigeord- 
net, deren Gentrum im Anfang der orthogonalen Coordinaten liegt 
und deren Radius eine Längeneinheit ist , so dass dem Flächen- 
punct {x^j z) derjenige Kugelpunct (X, K, Z) entspricht, dessen 
Radius mit der Normale des Flächenpunctes einerlei Richtung hat. 
Einem Flächenelement in der Nähe des Punctes (a? , y , z) ent- 
spricht demnach ein paralleles Kugelelement in der Nähe des 
Punctes (Xj F, Zj. Das Verhältniss dieses Kugelelementes zu 
jenem Flächenelement ist das Mass der Krümmung der Fläche in 
dem Puncte (a:, y , z). Dasselbe Verhältniss haben die Projectio- 
nen der beiden parallelen Flächenelemente auf die Ebene o?«/. 
Die Fläche des Dreiecks der Puncte 

(aj, y , ») , {x -i- dx , y -h äy , X -^ dz) , (x -^ dx , y -t- Sy , x -h Sz) 

hat (vergl. unten §. 15) die Projection ^{dxSy — SxSyjj wäh- 
rend die Fläche des entsprechenden Dreiecks die Projection 
^[dXdY-^SXdY] hat. Daher ist die Krümmung der Fläche in 
dem Punct [x^ y, z) 

dxaY-exdY 

dx Sy — Sx dy 
Nun sind X, Y wie z bestimmte Functionen von x, y , d. h. 



k » 



-_- bx . bx . 

dX = ^- da? + ^- tfy 
Ox oy 



u. s. w., folglich (§. 5, 1) 







bx bx 


dX 6X 




bx by 


dY SY 




bY bY 
bx by 



dx Sx 
dy dy 



*) Disq. generales circa Äuperf. curvas 4 827 (Comm. reo. Gott. VI). 
Die hier gegebene Form der Rechnung ist in einem Aufsatz des Verf. 
(Leipz. Berichte 4866 p. 4) enthalten. 
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k = 



hX hY hX dK 



hx hy hy hx 
die Functionaldeterminante von X, Y in Bezug auf a-, y , 

11. Wenn s eine gegebene Function von x, y ist und ihre 
Diflierentialquotienten in Bezug auf .x, y durch />, 7, ^% ä-, ^ nach 
Ehler bc^zeichnet werden , so hat man 

dz = pd.v -I- ^rfj/ , dp = rdx + srfi/ , dq = sda; -I- (dj/ 
X 



Y : Z: \ = p : g : - 4 : Kp'^ + g2 + 1 . 



Nun ist (5) 



^X d A' 
hx by 

dr dr 

öa; hy 
und in Folge der VVerthe 

P 



ÖX ÖA 

dp bq 

hY hY 

dp dj 



dp dp 

da? dy j 

hq d^ 

d^ d]/ I 



X = 



ft 



^ 
Ä 



fe = p^ 4- 9^ + 4 



findet man (^) 



d X d A 

dp dg 

dr dy 

dp d(/ 



1 



dfi d« 

dp dg 



Ä ^ V- 



p 

9 








1 



1 

7?^ 



also 



k = 



r« - s' 



iv' + 9' + <)' 



12. Wenn / eine gegebene Function von x, y, z ist und 
ihre Differentialquotienten diu*ch /j , /2, ^, /li , . . bezeichnet 
werden, so hat man auf der Fläche /" = 



p = - 






g = - 



/, 
/. 



/•s'lp* + q' + <) = A' + A' + U' 

'' bx Ji 
'* da; d|/ 



dp ' dp 




da; dy 


\ 


dg dg 


" A' 


da? hy 
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0-0 /; 

Aj A« + fuP A2 + Ais^ As 

A Aa + A»P Aa + fizQ Aa 

A A A 

— ^ /l /ii fvi liz 

'* 12 tu /22 /as 

/8 /l3 As As 



filso 



k = 








/; 


A 


A 


-1 


A 


/■.. 


A, 


A3 


(A* + /,■■' + A';' 


A 


A. 


A. 


As 




A 


A, 


Ao 


As 



Anmerkung. Wenn /'eine homogene Function der Va- 
riablen a-, ^, z, IV von /« Dimensionen ist, so hat man auf der 
Fläche /^ = , m; = 1 

= •''A + //A + 2A + A 
i"»-<)A = 'Vn + yf'ii + -As + A. 

u. s. w., folglich durch Verbindung der Zeilen und der Colonnen 



/ii fit 'is /i 

'li '«2 As '2 

/iS /2s /s3 A 

/", A /s 






/ii A12 /IS /l 

/l2 A2 As A 

/i3 /23 /as /s 

A4 '24 /a4 Ii 



i 



= — -1 + /* f 



Diese Determinante stimmt als Functionaldeterminante der 
f\ i ' . j fi mit der ÜESSE^schen Determinante von /'überein j/i. 

13. Wenn die Coordinaten x, y, z von den Argumenten 
ti j V abhängen , so hat man 

dx = x^du -¥■ x^dv , dy = yidu -k- y^dv , dz =i z^du -¥■ z^dv 

u X Xt X9 

= Adx + Bdy + Cdz = 



folglich 



dy Vx Vt 

dz i| iSg 



A 



P = - V,- » 9 = 



B 



C*(p« + g«+ 1) = ^« + Ä» + C^ 



' 



HO 



Nun ist (5 und "2 
bp dp 

bq bg 
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) 



hx b 



y 



bx 
bu 

by 
bu 



bx 
bv 

by 
bc 



B B, B, 

C C, C, 



iP, iCj 



dp dp 
du dt^ 

d^ bq 
bu 5t7 

C Ax^ + Äj/, 



C« 



A At ilj 

C C, C, 



Cr, Ax. + Ä^a + Cj5j 
C|Ä| i4,a;je + B,j/2+ C^i^i 



Aus den Identitäten 

AXi + B|/i + Ca, = , ija;, + By, + Cz^ = 

A^X^ + a,2/, + C,5, -k- Ax^^ + ßt/„ + Cs,, = 

u. s. w. folgt aber 







B B, B, 
Demnach ist A' 



il,a;, 

A^Xy 



• • ii| 



a;, 



A^x.^ 



'2 T^ • 

'2 "^ • 



ilo;, 



11 



i4a?,j 



Ax^^ + 



ilo;, 



'93 



ist A (.d2 



fi2^.C2)2 = C4(r^ — 6-2) 



1 ^2 



!/ii S/i Vs 



Ä, 



11 



^11 ^'. 



X, 



*22 + • 



1/2« Vi Vt 



*w 



•2 



m7,2 a7| tX7a| 

2/12 2/1 2/2 

^12 ^1 ^2 



'11 *^1 



*^i2 •'^12 



. a?, a/22 "^ • 
a;, x^ 



x^ a?j 



'«« + • 



• • Xa X't 

a?, ajj 



Cj T • . X^ X2 T 



. 



X^ X^2 



ajj a?,2 



Xta Xt ^r • • aj, Xt "^ . • «1/2 aj, "T" • • 
H • . a7, 0^2 ■ • • *^j ^2 ^ • • 



Xm» Xtm 



1 4. Für das Quadrat eines in dem Punct (a?, t/ , s) anfangen- 
den Linienelomentes der Fläche hat man 

dx^ + dy^ + dz^ 
^ =: (p«+<)da?« + 2p9 da? dl/ + (9^+1) d^/* 
= £ dtt» + 2F dl* dt; + G dv' 

wobei 

£ = 05,* + 2/,'-' + Ä,* , F = a;, ajj + y, 1/2 + i5, «2 , G = a;,* + |/,"' + V . 

Die Krümmung k ist von Gauss auch durch die Grössen ß", F, (t 
und deren erste und zweite Differentialquotieaten ausgedrückt 
worden. 



§.42,15. Hl 

Zunächst isl die Deternnn<mte der quadratischen Form 
Edu^-h., aus der Determinante der Form (p^^\)dx^'^ . . 
ableitbar (§. U, ;i), folglich 

'^vergl. §. 5, ?). Ferner ergiebt die Differentiation nach u und v 

^ ß, = aj, rc,, + . . ^ G| SS aj^a?,, + . . 
^ E.^ = .X', .T„ + . . J Gj. = ^«^ss + . . 

1*1 ^ '^i'^w ■ • • ■ •''I «^18 T • • * a "^ aJ^a/|^ + . . + a?! a?2]| + . . 

Durch Benutzung dieser Werthe erhält man aus dem o1)enstehen- 
den Ausdruck \\\\) den folgenden für kißG — F^)^: 



iE. E F 

F, -iE, F G 



« 



iE, iö. 
iE, E F 
iG, F G 



Anmerkung. Liüuville (Joum. 16p. 131) hati^G— F2= Z)2 
gesetzt und gefunden 

15. Wenn /J , h^ - -t fn ^^^ einander unabhängige Functio- 
nen von a^i , 0^2 , . . , ^t'n s*"d > s^ s*^^ ^"^^ ^1 > ^ > • • > ^n ^^^ 
einander unabhängige Functionen von /l , /i > • • , /Ji • Die Deter- 
minante des Systems /i , /i , . . , /Ji und die Determinante des 
Systems a?i , ar2, ..,.^« sind reciprok, d. h. ihr Product ist 



= 1 * 



Beweis. Um f^ in Bezug auf f^ zu differentiiren, mUsste man 
a?^ , a?2 , . . , ir„ durch f\^ hi - -t fn ausdrücken und 

bilden. Diese Summe beträgt aber oder 1 , je nachdem k von 



' *) Jacobi det. funct. §. 8. Dasselbe Theorem hatte Möbius Grelle J. 42 
p. H6 gefunden. 
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i verschieden ist oder nicht , weil f\y hi - • •> fn von einander 
unabhängig sind. 

Bezeichnet man -^ durch o,-;j., -v^ durch b^^ und die 
erwähnte Summe durch c^j^, bezeichnet man die Determinanten 



Ol, 


• 


• «1« 




• 


• 


• • 


y 


«m 


• 


• <^nn 





&,i . . b 



\n 



^n\ ' • ^nn 



^11 • • ^i« 



• • 



'n\ 



^nn 



durch /?, 8, T, so ist 

C«Ä = 0«i^ifc + . . + ainbnfi, 

folglich (§.5, 1) T =s RS. Nun ist c,-^ entweder oder 1 , je 
nachdem k von i verschieden ist oder nicht; folglich 7'= 1 
(§. 2, 7), d. h. 



da;, 



d/. 



"5 



X 



» 



da?, * ' ^ 



ör„ 



a;, 



n 



da;, da;, 

^ ■ ■ ^ 



X, 



'a;. 









16. Wenn R und S die vorige Bedeutung haben und die 

d /*• d a? • 

Coefficienten von y^ in R und von -^ in S durch a^;^. und ß^^ 

bezeichnet werden , so ist*) 






d/i _ 



"5 



Xk 



n 



da;, 



da?, 

"5^ 



X 



tu 



b 

da?. 



iL 

bx. 



bx. 



m 



m 



ÖA 



5 






a;, 



m + 1 



bx 



n 



s 



^f» 



dy« 



X. 



m + 1 



la;. 



R 



ix„ 



^fm 



'S 



X 



X 



m-l-1 



b 

Ö/'m + i 
da;„ 



da?, 



'm4'i 



Ö^ 



la;, 



'« 



^fm + i ' ' ~^Tn~ 

Beweis. Nach den angenommenen Bezeichnungen (15) ist 



*) Jacobi det. funct. §. 8 und 9. 
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US 



«11 ^lA + «i/^A + . . + «w, 6wA = 



» • 



«ili^* + ^k2^2k + . - + «*n*«A = ^ 



Wenn man diese Identitäten der Reihe nach mit 



a,j , a^i 



' ««« 



multiplicirt und dann addirt, so erhHit man §. 3, 8) 
Ferner ist (§. 7, ?; 



•■11 



Mf» 



= Ä'»-» 



^+1,»* + 1 



•iW + !,♦* 



a« 



a 



nn 



^i • • *mm "-«,1» + 1 

Durch Substilution der eben gefundenen Werthe von an , . . , 
^mm erhält man auf der linken Seile (§. 3, 4) 



R 



m 



6,, . . 6, 



m 



'mi 



'mm 



und damit den Inhalt der zweiten Behauptung. Die übrigen 
Behauptungen folgen aus den bewiesenen , indem man gleich- 
zeitig f mit X , R mit S vertauscht. 

1 7. Wenn t eine Grösse bedeutet , von welcher /i , /2 > • • , An 
auf gegebene Weise abhängen, so kann man die Differential- 
quotienten 

TT ' 



bt 



bt 



• » 



welche zunächst Functionen von x^ x^y . . yX^ sind , von den 
Variablen f\y fi, - . yfn abhängig machen, um sie in Bezug auf 
diese Variablen zu difierentiiren. Die Functionaldeterminante R 
[\ 5 und 16), welche zunächst eine Function von x^y x^y yX^ 
ist, kann ebenfalls durch /j , fij'",fn ausgedillckt und dann 
nach t differentiirt werden. Wenn andererseits u eine Variable 
bedeutet , von welcher X\y CC2 > • • » ^n ^^^ gegebene Weise 
abhängen u. s. w. , so ist nach den angenommenen Bezel^h- 
nungen *) 



*) Jacobi det. fanct. §. 9. Vergl. Jacobi Grelle J. 27 p. 209. 
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§. 
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b 




b 


dt 


+ . . 


+ 


b 


bt 


=: 


dIogA 
bt 




- 


u^ 




b/- 


,(» 


bt) 


+ . 


. + 


b 


(' 


HA _ 





und 


analog 
























b 


^- 


b 

bx^ 




+ . 


. + 


b 

bx„ 


bu 


^_ 


dlogS 




Insb 


bx^\ 
esonden 


Bist*) 


b 
bx. 


;(» 


bx^\ 
bu) 


+ . 


. + 


b 

bx^ 


,(• 


^ öl.; " 


. 








+ 


bf. 


+ . 


. + 




1 __ 













bxi 


+ 


baj^, 
bx^ 


+ . 


. + 


bx,, 


= 


. 








Beweifl 


1. Nach \ 


§•3, 


i 5 hat man 


















dH 
bt 


= 




bt 


} 











worin nach (1 1 ) 






Nun ist aber 



b'^fi bx, b^fi bx, bji bx„ _ b^ bß_ 

blbx, bfi JJ^ ~Wi ■*" • • "^ ^tbxn Mi "" ^fi bt ' 

folglich 

ÖÄ _ J_ ^ b\ogR _ b bfi 

bt " i bfi bt ' bt "■ 7~5/r bt ' 

Ferner ist ßS = 1 (15), also log ß -♦- log S = , und 

_ ölogg d bfi 

^ - ~jrr" "^ 7"^ "ST • 

Da die Functionaldeterminante S eine Function der Grössen 
A 9 fiy ' ' ifn^^i welche die Variable / enthalten , so hat man 

bs _ bs bf, bs bf, ^ ^A ^k 

TT " ~bf, bt '*' Jf^ ~bt ^ ' ' ^ Ibfn ^t ' 



♦) Jacobi Grelle J. 27 p. 203. 
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Nimmt man hinzu , dass 

JÜIT ^ ^Tfi TT ' Vi \ Sr) 

ist, so erhält man die zweite der aufgestellten Identitäten. Die 
analogen Identitäten ergeben sich durch gleichzeitige Vertau- 
schung von t mit u, fmii .t, R mit S. 

Wenn insbesondere t s=: xi^, so ist (16) 



"5 



^fi « 



^k 



SS ßj^ U. S. W. 



18. Wenn Ä, X^ , . . , Jf„ gegebene Functionen von cd, 
a?! , . . , cr„ bedeuten , f eine unbestimmte Function derselben 
Variablen und 



VW"^'^ 



+ X, 



"5 



X. 



X 



«5 






n 



ist; wenn femer n von einander unabhängige Lösungen der 
linearen partialen Differentialgleichung ip{f) = durch /i , /i , • • , 
f^ bezeichnet werden, so dass V'(A) , V(A) > • • > V(/n) identisch 
verschwinden : so lässt sich ein Multiplicator M angeben , durch 
welchen tp{f) zur Determinante der Functionen /*, f\ j - . , fn 
wird. Es ist nämlich 



Ä = 



bx bxi 
bx b 



Sx„ 



X, 



^x, 



n 



bx da?i 



d/-„ 



lo?, 



n 



= i4 



bx 



+ ^. 



0/ 

bx^ 



+ ^n 



ö( 



la?, 



n 



folglich Mipif) = R, wenn M = >!,• : X,-. In der That verschwin- 
den R und !/;(/] , wenn für f eine der Functionen ^ , /i, . . ge- 
setzt wird. Zufolge der in {\1) bewiesenen Eigenschaft der 
Coefficienten ^ , i4, , . . , i4„ ist der Multiplicator M eine Lösung 
der linearen partialen Differentialgleichung*) 



)x 



bxi 



+ i^J^I = . 



bx. 



n 



*) Jacobi Grelle J. 27 p. 24 0. 
ßaltzer, Determ. 3. Aufl. 
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Anmerkung. Die durch M bezeichnete Function der 
Grössen o?, iri,..,a;^ wird nach Jagobi (1. c.) derMultipli- 
cator der partialen Dififerentialgleichung i^(/] = 0, oder der 
partialen Differentialgleichung 

= X — Xi 3—- — . . — X^ 



oder des Systems von gemeinen Differentialgleichungen 

dx : dXi : dx^ : . . : dx^ = X : Xj : X^ : . . : X„ 

genannt, weil die Auflösungen jener paitialen Differentialglei- 
chungen und dieses Systems gemeiner Differentialgleichungen 
im engsten Zusammenhange stehen. Ist nämlich tt eine Lösung 
der Gleichung ip[f) =z und x dadurch von a?i , a?2, . . , a^n 
abhängig gemacht, dass man 7t einer willkürlichen Constante 
gleichgesetzt hat, so hat man 

Ott brt Ott 

Ott bn bx 



oXi bx bx^ 



s 



Itt Ott Ott äo? öa; 



la; 



öa?! ' bx^ ' ' ' da?i * bx 

bx bx 

= X — Xi -^r— . . — XJ^ 



öa?! * * ^* bx„ 

Sind andrerseits ^1 , ^ , • . , /n ^^^^ einander unabhängige Lösun- 
gen der Gleichung ip{f) = und willkürlichen Constanten 
gleichgesetzt, so hat man 

-^ da; + -^ da,. + . . + H- da.« = 

•••• •*•• 

^ dx ^ ^ dx,-^ . . -^ 4^ dXn =- 

ox da?i * . bxn 

und durch Auflösung dieses linearen Systems 

dx : da?j : dx^ : . . ss A : Ai : A^ : . . 
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§. 13. Die homogenen Fanctionen , insbesondere die 

quadratischen Formen. •• 

1. Wenn w eine homogene Function der Variablen a?i , 
a?2 , . . , .T„ von m Dimensionen ist , wenn man v durch «,• be- 
zeichnet, so ist identisch nach Euler's Theorem*) 

Indem nian denselben Salz auf die homogenen Functionen 
Wj , M2, . . , von m — 1 Dimensionen anwendet und -v — v — durch 
ii^jg bezeichnet; erhält man das SysttMn von Identitäten**) 

(m - 1) W, = W|, .r, + . . + Wni ^n 

• • • • • • 

(m - i) w„ = w,„x, + . . + u,^^Xn . 

2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist 

wobei für i und k alle Zahlen von 1 bis n zu setzen sind***). 
Wenn man nämlich die obigen Identitäten der Reihe nach mit 
07] , 0C2, ' . , x^ multiplicirt und addirt , so findet man auf der 
rechten Seite die angegebene Summe, weil u^j^ = ii^,-, und auf 
der linken Seite ?n(m-^1)M nach (1). 

Diese und andere Zerlegungen der homogenen Function 
ergeben sich, wenn man die Identität 

nach steigenden Potenzen von w entwickelt. 

3. In Folge der in (1) gegebenen Identitäten ist (§. 8) 



m— 1 



u u^ . . Un 



U^ W„ . . W„| 



^w **i« • • ^»m 



a= 



*) Mechanica 4736 tom. H, §. 4 06. 497. Calc. diff. §. 235. 
*♦) Hesse Grelle J. 28 p. 78. 
***) Lacroix Calc. diff. §.91. 
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nach Weglassung des Factor m— 1 in der ersten Colonne (§. 3, 4). 
Diese identisch verschwindende Determinante (n-4-1)ten Grades 
kann nach §. 3 , 17 entwickelt werden. Bezeichnet man die 
HESSK^sche Determinante von u (§.12,5) durch t; = ^ ± Wn . . u^^. 
und den Coefficienten von u^^ in v durch a,j. , so ist a^^ == olj^i , 
weil Wjjj. =s Ufc,- (§. 3, 13), und man erhält*) 



m 



« V — -2" Wi ttjfc a.-jfc = . 
m — \ ik 



4. Aus dem System (i) 



- (m-4) 



mu 



m— i 



+ «1 ir, + . . + tt„ a;„ = 



- (w-4) tt„ + «,„0?^ + . . + w^a?n = <> 
folgt nach §. 8, 2 die Proportion 

wenn die Coefficienten der Elemente -, Ui, Uijr in der 

verschwindenden Determinante (n-i-l)ten Grades 



R = 






U 



w 



«1 W„ . . «„I 



^n ^in • • ^ftn 



der Reihe nach durch v, /?,-, /?,-;j. bezeichnet werden. Nun ist 
ßik^ßki (§3, 13), folglich auch ß^^vßii (§.6,5), und 
daher 

^_ _ ßii _ ft 

(w-4)* ft« t; 

Wenn daher irgend eine partiale Determinante nten Grades 
der identisch verschwindenden Determinante fi, namentlich 



*) Hesse Grelle J. 38 p. 342. 
**) Hiermit stimmen die von Hesse (Grelle J. 28 p. 4 03 und 38 p. 24S) 
gegebenen Relationen überein. 
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die Determinante v , identisch verschwindet , so verschwinden 
auch die tibrigen partialen Determinanten desselben Grades. 

5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen 
Dienst in der Theorie der Krümmung von Linien und Flächen. 
Wenn f eine Function der orthogonalen Goordinaten x , y eines 
Punctes ist , also /* = die Gleichung der Linie ist , auf welcher 
der Punct [x , y) liegt ; wenn femer 

gesetzt wird, so ist bekanntlich 

die Gleichung für die Normale der Linie [f == 0) durch den Punct 
(a?, y) derselben, wobei §, iy die Goordinaten irgend eines 
Punctes der Normale bedeuten. Setzt man 

l{x - {) = /; , X{y - ij) « A , 

und cUfferentiirt diese Gleichungen , so erhält man 

f^dx + f^dy = , 
{X — fl djl + Idx = dfi , (y — 1?) dZ + Xdy = d/; , 
oder 

/. -^i = dA - Xdaj , /; ^ = dA - ^dy 

für die Normale der Linie {f = 0) durch den Punct [x + dx , 
y -*- rfy) ) welche mit der ersten Normale den Punct (f , rj) 
gemein hat, d. i. das Centrum der Krümmung, welche die Linie 
(/*= 0) im Puncte (cc, y) hat. Aus dem System 

as /"j da? + /•, dy 



folgt (§. 8) 



f "^ = 


f„ da 







A A 




A 


Ai~ ^ /la 




f. 


/i« m 



= 
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zur Bestimmung von A. Wenn man diese Gleichung nach 
§. 3, 17 entwickelt, so erhält A den Coefficienten /J*^ H- fP- und 
das von X unabhängige Glied ist 

^ = A A. A, 

12 M2 Aa 



Daher ist 



l = 



-L 



A'+A 



Endlich hat man zur Berechnung des Badius der Krümmung, der 
durch q bezeichnet wird, 

und zur Berechnung der Krümmung 



9 



-L 



(^i'+A') 



3 



Die Determinante L ist leichter zu behandeln, wenn die 
Function, auf welche sie sich bezieht, homogen ist. Versteht 
man unter u die homogene Function der Variablen x^^ oo^^ «3 , 
welche mit /* identisch wird, wenn 0^3 = 1 , so hat man (4) 





L = 



«1 



tt. Uy 



Wn W12 

**12 **22 



V 



(w-4) 



2 » 



worin v = -Sdbwn 1/22^3 und nach der Differentiation x^ = \ 
zu setzen ist. 

Die Puncte der Linie [f=0 oder w = 0) , für welche L oder 
D verschwindet, mithin die Krümmung verschwindet, wenn nicht 
zugleich /i^-+-^^ verschwindet, sind im Allgemeinen Wende- 
puncte der Linie. Sie erscheinen als Durchschnitte der Linie 
(/•= oder w = 0) und der Linie (L = oder v = 0). Nun 
sind fnnd u nach Voraussetzung mten Grades, v aber 3(m— 2)ten 
Grades, folglich haben die gedachten Linien 37w(m — 2) gemein- 
schaftliche Puncte , die im Allgemeinen Wendepuncte der Linie 
/*= sind, d. h. eine Linie mten Grades hat im All- 
gemeinen 3m(m — 2) Wendepuncte*). 

*) Dieser Satz ist 4 834 von Plücker (Grelle J. 42 p. 4 05, Syst. der 
onalyt. Geom. p. 264) aufgestellt worden. Der hier mitgetheilte Beweis 
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6. Wenn f eine Function der orthogonalen Coordinaten 
Xj y, z eines Punctes, also /*» die Gleichung der Fläche ist, 
auf welcher der Punct [x, y, z) liegt, so ist nach den vorigen 
Bezeichnungen 

die Gleichung filr die Normale der Fläche (/*= 0) durch den 
Punct (aj, y, 5?), wofür 

gesetzt werden kann. Die Normalen der Fläche [f^o Oj durch 
die Puncte (aj, y, z) und (a;-4-da?, y-i-dy, z-^dz) schneiden 
sich im Allgemeinen nicht , sondern nur dann , wenn der zuletzt 
genannte Punct auf einer durch (cc, ^, z) gehenden Krüm- 
mungslinie liegt*). Ihr Durchschnitt (^, ij, C) ist das Krüra- 
mungscentrum eines Hauptschnitts der Fläche für den Punct 
[x, y, z). Durch Differentiation der obigen Gleichungen findet 
man für diesen Fall 

(x^^) dX + Xdx = d/i , u. s. w. 
oder 





r, ^ = df, - idx 




r, "X =- "A - ^^v 




f.^ - df, - Idz 


Folglich (§. 8) ist 





= 



A d/i dx 
fz df, dy 
ft df^ ds 

die Differentialgleichung, welche in Verbindung mit der Diffe- 
rentialgleichung der gegebenen Fläche 

fidx + f^dy + f^dz = 



rührt von Hesse (I. c.) her. Einen andern Beweis findet man bei Jacobi 
(Grelle J. 40 p. 254). 

*) Bei gcinauer Infinitesimalbetrachtuog findet man (Scheibner briefl. 
Mittheilang), dass in diesem Falle der Abstand der Normalen ein Unend- 
lichkleines 3ter Ordnung ist, während der Abstand der Fusspuntce za den 
Unendlichkleinen 4ter Ordnung gehört. Vergl. Bouquet LIouv. J. 4 4 p. 435. 
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die durch den Punct [x , y, z) gehenden KrUmmungslinien be- 
stimmt. Aus dem System der Gleichungen 

= f, dx -^ ft dy + f^ dz 

dX 



fif-^ (Ai - ^) ^^ 



ft 



dX 
X 

dX 



+ fiz äy + A, dz 

fi2 dx + (f^^-X) dy -^Uzdz 

fiz dx -^ f^zdy + (ru-X)dz 



folgt zur Bestimmung von k 





f. 
h 



fx u u 

Ml "" ^ M2 M8 

M2 '«2 "" ^ rw 

AlJ /J3 /l» "" ''' 



= 



I := 



Diese Gleichung ist zweiten Grades , und zwar hat A^ den Coef- 
ficienten — /J2 -—f^ —fi^^ während das von X unabhängige 
Glied 

fx A h 

h tu M« /l» 

IZ /IS IM /SS 
/S 113 /2S /SS 

ist. Bezeichnet man cUe Wurzeln derselben Gleichung durch 
k' , l" , so hat man / 

Wenn man endlich den Abstand des Punctes (f, ij, ^) von 
[x, y, z) durch ^ bezeichnet, so ist 

-le = /A'^ + A' + As' . 

Demnach hat auch ^ zwei Werthe ^' , q^' , so dass 

A' A" e' ?" = A' + /s' + fs" . 

Die reciproken Werthe von q' und q" sind aber die Krümmungen 
der durch (a:, t/, is) gehenden Krümmungslinien und der von 
ihnen berührten Hauptschnitte der Fläche, also ist das Pro- 
duct der Hauptkrümmungen der Fläche (/"= 0) in dem Puncto 
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(7(7' = -W^lhf7f '"«'^••S-^*''*)- 

Versteht man unter u die homogene Function der Variablen 
0?! , a^2 ) ^'s 7 ^4 > welche mit f identisch wird , wenn a?4 = 1 ist, 
so hat man (4) 



L = 



u 


«1 


tt. 


«8 


«1 


«11 


<*I« 


«13 


1*, 


1*1, 


tt„ 


«« 


«» 


w„ 


tt« 


^33 



V 



(m-1)' • 



Die Puncte der Fläche (/*= oder m = 0) , für weiche L 
oder V verschwindet , sind im Allgemeinen Wendepuncte von 
Hauptschnitten der Fläche. Sie liegen auf dem Durchschnitt 
der Flächen (f=0 oder u = 0) und (1 = oder t? = 0). Nun 
sind /"und u nach Voraussetzung mten Grades, v aber 4(w— 2)- 
ten Grades, also liegt die Wendelinie einer Fläche 
mten Grades zugleich auf einer bestimmten Fläche 
4 (iw — 2)ten Grades*). 

7. Aus den in {\) gegebenen Identitäten hat Jacobi**), ver- 
anlasst durch einen von Hesse mitgetheilten Satz , folgendes die 
mehr erwähnte Determinante 

« = if ± M„ . . Un„ 

betreffende System von Identitäten entwickelt. Zunächst ist 
wie §. 8 

(I) vxi = (m-4)(a,itti + . . + a^t-M^) , 

wenn a^j^ = «j^,- wie oben (3) den Coefficienten von u^f^ = uj^^ 
in t; bedeutet. Indem man diese Identität in Bezug auf x^ oder 
X]^ differentiirt und zur Abkürzung 

— = v 
bxk *^* 

setzt, erhält man 



(») 



ViX, = (m-1)(-^^^ ^^ + • • + 45^ ^») ■*" ^"'"'* " ' 



*) Hesse I. c. 
**) Crello J. 40 p. 348. 
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weil (§. 3, 3) 

Durch abermalige Differentiation der gefundenen Identitäten, 
wobei 

gesetzt ist, erhält man 

- <"-''("'<i5J + •• + "-'■ ^) + ""-*'"* • 

indem man die Differentiation der Identitäten 

«u^ij + . . + ««»«»/ = 
in Bezug auf Xf^ zu Hülfe nimmt. 

8. Bei einem System von Werthen der Variablen Xi , 
X2, . ^ ,x^y welches den nicht unbedingt zulässigen Gleichungen 

genügt, verschwinden zugleich die Functionen ti und t; (1), sowie 
Vi , ^2, . . , v» (7,11). Daraus erkennt man, dass ein Doppelpunot 
der Linie u = auf der Linie v =» liegt und ein Doppelpunct 
derselben ist , dass also nicht alle gemeinschaftlichen Functe der 
Linien i« = 0, v = Wendepuncte der Linie w = sein 
müssen. 

Aus den Gleichungen 

• • • • • 

= «,„a?i + . . + u„„x„ 
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folgt aber (§. 8, •* und §. 6, 5), wenn a,-^ die angegebene Bedeu- 
tung hat, 

«11 "" ««« ■"''"■ iV 
Durch diese Substitutionen erhält man in (7, III) 

d. i. nach (4) 
folglich*) 

i/| • • ^'i^ • • • • *^4ä • • • ^^ 11 * lÄ • • • • *^2S • • • 

weshalb auch die Determinante ^ ± v^ . . v„„ verschwindet. 

Die Geraden , welche die Linie t/ =x in ihrem Doppelpunct 
berühren , werden durch die Proportion der nicht verschwinden- 
den Differentialquotienten bestimmt. Man erkennt also , dass die 
Geraden , welche die Linie u = in einem Doppelpunct berüh- 
ren, zugleich die Linie t? =» daselbst berühren. Ein Doppelpunct 
der Linie u = enthält demnach 4-1-2 gemeinschaftliche Puncte 
der Linien m = , v = , welche nicht Wendepuncte der Linie 
w = sind. Plückbr System 1 835 p. 266. 

9. Die homogene Function u von m Dimensionen wird, 
wenn sie rational und ganz ist und ganze Coefficienten hat, eine 
Form »wten Grades (quadratisch, cubisch u. s. f.) von 
n unbestimmten Variablen (binär, ternäru. s. f.) ge- 
nannt**). Eine quadratische Form (häufig »Form« schlechthin) 
kann durch 



%k 



eine cubische Form durch 



ikl 



*) Hesse Grelle J. 40 p. 316. Vergl. Jacobi I. c. 
**) Gauss Disquis. arithm. art. 153 und 266. 
♦♦♦) Vergl. Hesse Grelle J. i8 p. 74. 
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dargestellt werden, wobei i, Ar, / alle Werthe von \ bis f? erhalten 

und die Grössen a^j^, a^j^i durch Umstellung ihrer Numern keine 

Veränderung erleiden. Unter der Determinante einer 

quadratischen Form versteht man den negativen Werth der 

aus dem System der Coefficienten gebildeten Determinante. Ist 

also /? = ^±«1, . . a^^, so heisst —ß die Determinante der 

Form u == 2 a,j^ x^ xj^ . 
ik 

Wenn a,-^ den Coefficienten von a^j^ in R bedeutet , so heisst 

die quadratische Form 

ik 

der Form u adjungirt*). Nach §. 6, 1 hat man 



-^± {-«.,) . . (-«„„) = (-Ä) 



n— i 



d. h. die Determinante der adjungirten Form ist die (n— 1)te 
Potenz der Determinante der Form. 

Die adjungirte Form U und die Form m krJnnen als Deter- 
minanten dai^estellt werden. Nach §.3, 17 hat man 



U = 




Vi 



2/i 



y, 



"11 



•in 



Vn O 



ni 



a. 



im 



Nach derselben Entwickelungsregel ist 



aj. 



X. 



aJi 



'II 



a 



x„ a„i 



in 



«nn 



= - ZxiXfgAif^ , 



wenn A^f^ den Coefficienten von a^^ in JS jban 
Nun ist Aik = Ä»-2a,.^ (§. 6, 2), folglich**) 



. a^^ bedeutet. 



/r-»tt = - 





X. 



X, 



n 



■-ii 



"^ni 



07- 



n 



'in 



'■nn 



*) Forma adjuncta. Gauss 1. c. 267. 
**) Brioschi Det. (53). 
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10. Die Form u=z2 a^j^ x^ Xj^ wird durch n, ir^ -*- . . -I- 1/„ x^ 
ausgedrückt) so dass 

den halben Differeniialquoiienten von u in Bezug auf x^ bedeu- 
tet (1). Wenn die Determinante der Form verschwin- 
det, so sind «1, . . , w« bei beliebigem x durch eine lineare 
Gleichung mit constanten Coefßcienten verbunden 

und die Form ist keine eigentliche von n Variablen, sondern 
geht bei der Vertauschung von x^, a?2 , . . mit 



^n ^n 



in eine Form von w— 1 unbestimmten Variablen über (§. 12, 7). 
In der That ist zufolge jener Bedingung «,j c, +..-*- a,„ c„ = , 
daher 

Bei verschwindender Determinante ist auch a,-^ = ^a,-,- YoLkk 
eindeutig, folglich die adjungirte Form 2 a^ky^t/f^ ein Quadrat, 

nämlich 2 (Väny^. Vergl. §. 6, 5 und 7, 2. 

11. Eine quadratische Form lasst sich durch Quadrate 
linearer Functionen ihrer Variablen darstellen , deren Anzahl die 
Menge der Variablen nicht übersteigt*). 

Wenn o,-,- nicht Null ist, so ist 

wobei die lineare Function p und die quadratische Form «' die 
Variable cc,- nicht enthalten ; folglich 

«M« = («1» J?,- + P)* + «M tt' - p' . 
Wenn aber a,-,- = .0 und o^jf. nicht Null ist, so hat man 



*) Gauss Disq. arithm. 271. Theoria comb, observ. 31 (Comm. Gott. 
1819). Derselbe Satz kommt implicite vor bei Euler*s Classification der 
Flächen zweiten Grades. Introd. II, Append. c. 5. 
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wobei /} , qf , w" die beiden Variablen a?,- , Xj^ nicht enthalten ; 
folglich 

2a,A« = 4(aa^» + P){ai,,xj^ + 9) + 2««*«" - ♦P« 

In dem ersten Falle besteht die Form u aus einem Quadrat 
und einer quadratischen Form von n — 1 Variablen , in dem 
zweiten Falle besteht sie aus 2 Quadraten und einer quadrati- 
schen Form von 7i— 2 Variablen. Von den übrigen Formen können 
wiederum Quadrate abgelöst werden, u. s. w. 

12. Im realen Gebiet ist eine quadratische Form entweder 
fähig , durch Null hindurchgehend das Zeichen zu wechseln, und 
heisst dann indefinit, oder sie ist unfähig, das Zeichen zu 
wechseln und heisst dann definit (positiv oder negativ). Gauss 
Disq. arithm. 271. 

Wenn bei den Werthen x^ = q , . . , cr^ = c^ , unter denen 
einer z. B. c^ nicht Null ist, die Form w = wird, so ist sie 
indefinit oder eine uneigentliche Form mit verschwindender 
Determinante *) . 

Beweis. Durch djie Substitution 



^n . -. ^ _ ^ ^n 






erhält man 



Züij^XiXk = 2aik\Ci^ + j/,.Vc^-^ + yA 



xJ _ _ « 



= TT^^ikCiCk + 2-^2'o^c<y;fc + ^ctikViVk 



^n ^n 



Davon ist das erste Glied = nach der Voraussetzung. Wenn 
nun ^a^i^ c,- y^ bei gewissen Werthen von ^i , . . , y»— i nicht ver- 
schwindet , so kann man den Werth von a?„ so verändern , dass 
die Form Werthe von entgegengesetzten Zeichen erhält. Wenn 
aber 2 a^j^ c,- yi^ bei allen Werthen von yi , . . , y«_i ver- 
schwindet, so hängt die gegebene Form von nicht mehr als 
n— 1 Variablen ab; in der That verschwinden nicht nur die 



*) Kronecker Monatsbericht der Berl. Acad. 1868 p. 389. 
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Summen 2a^i c,-, . . , -^a,„_iC,- , sondern in Folge der Voraus- 
setzung 2 a^j^ c,- Cjt S3 ist auch 2 a,-^ c,- = , also verschwindet 
-S ± a^i . . a^^ . 

Man schliesst hiemach , dass die eigentliche Form Sa^j^x^Xj^ 
deßnit nicht sein kann , wenn die Coefficienten %i , «22 ? • • ? ^nn 
nicht alle von Null verschieden und nicht alle von einerlei Zeichen 
sind. 

13. Wenn man aus zwei quadratischen Formen derselben 
Variablen 

ff' - ^f^ik^i^k^ 'Z' = ^^ik^i^k 

mittelst der willkürlichen Multiplicatoren u , v unzählig viel For^ 
men U4p -^ vtff ableitet, z. B. 

so können alle Formen uq> -k-vtp auch durch u'if -*- v^\p' dar- 
gestellt werden. Dazu sind die Bedingungen 

«1 tt' + «2 v' Ä tt , Vi tt' + t;^ v' == V 

erforderlich und hinreichend. Die Determinante der Form 
uq> -^ vtp ist im Allgemeinen eine Function nten Grades von 
u: Vj und abgesehn vom Zeichen 

f{u,v) « -2"± («0,1 + i;6„) . . (uann + «^ö„J 

= (ttVi-tt,v) . . (t*v„-tt„t;)^±a,. ..a„^ 

Wenn die Determinante von uq) -h vtp einen complexen 
Divisor hat, d. h. wenn die Gleichung f[UjV) = eine complexe 
Wurzel hat, so ist jede eigentliche unter den Formen uq> -^ vip 
indefinit*). 

fieweifl. Es seien u^ und 1/2 ? ^1 ^^^ ^2 conjugirt com- 
plexe Zahlen, und Uiq)'h v^xp, u^cp -k- v^^ Formen mit ver- 
schwindender Determinante , mithin von weniger als n Variablen 
und darstellbar durch weniger als n Quadrate z. B. 

in denen i eine Wurzel der negativen Einheit , yi , «1 , ^2 » ^2 ? • • 
reale lineare Functionen der Variablen iTj , . . , cc^ bedeuten. 
Dann sind 



*) Krovecker a. a. 0. Vergl. unten §. i4, \k. 
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■^.(«i-wJV + t:-(^i-'^2)'/' = ä-^^r^r 



zwei Formen, aus denen, wie oben bemerkt, «lUe Formen 
u(p ^ vip durch 

dargestellt werden können. Nun ist 

\ . . ... 1 



% 

wenn v'-4- V w'^^ ^/2 ~ ^^ und demnach v'— V m'2-|.|;'2 



rt 
W 



gesetzt wird. Jede unter den Formen 

2{u'yr -\'WZr)\yr - "^ «r) 

verschwindet aber, wenn iri,..,.T„ den n— 1 linearen Glei- 
chungen w'y,. -1- tt^^y. = genügen, und ist indefinit unter der Vor- 
aussetzung, dass ihre Determinante nicht verschwindet (12). 

Umgekehrt schliesst man : Wenn unter allen eigentlichen 
Formen uq> -h vxp eine definit ist, so hat die Gleichung /"(m, v) = 
lauter reale Wurzeln. 

14. Zufolge der Identität 

uw •\' v\U = — ^^— a> + — ^ ^^-^ V 

kann die Form u(p '^vip mittelst der Divisoren ihrer Determi- 
nante durch Quadrate linearer Functionen dargestellt werden, 
in Betracht dass ujf.q> ^ Vj^xff eine Form von weniger als «Va- 
riablen ist*). 

Wenn qp eine positive Form ist, so hat die Determinante 
von uq> -h vxp nur reale Divisoren uvjf — uj^v (13). Die Form 
uj^q) -^ v^xp kann durch n — 1 Variable f/2, > » ^yn ausgedrückt 
werden. Die Form q> kann durch ^2 » • • ? ^n ^'^^ ^^^^ andre Va- 
riable ausgedrückt werden, wobei die Quadrate der Variablen 
positive Coefficienten haben (12). Man kann demnach von (p das 



*) Kronegker briefl. Mittheilung 4867. 
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Quadrat einer linearen Function alier Variablen ablösen , so dass 
eine Form der ^2 » • • > y» übrig bleibt (H), und man erhält 

Uff + v\p = — =— a* + tty' + v 1/^' 

Vfg 

Hierbei ist q) wiederum eine positive Form , daher kann man die 
Form uq)' -k- vxp' der Variablen ^2» • • j^n ^^ dieselbe Art zer- 
theilen, u. s. w. Ein linearer Divisor der Determinante von 
ug)' -h vxp^ ist zugleich ein Divisor der Determinante von 
uq> -h vtpj weil beim Verschwinden jener Determinante auch 
diese verschwindet (1 0) . Also findet man 

U(f + VI/; = — * i- Äi* + . . + — 5 »_ z^i 



^i «*n 



folglich 

Wenn alle Wurzeln — , — , . . der Gleichung f{uj v) = 

negativ sind, so ist tp eine positive Form. 

Die übrigen Fälle sind von Weierstrass und Rronbcker 
Monatsbericht der Berl. Acad. 4 868 p. 310flf. behandelt worden. 

15. Wie man auch die quadratische Form Sa^j^x^Xj^ in 
Aggregate von Quadraten realer linearer Ausdrücke transformirt, 
so findet sich doch in allen Aggregaten dieselbe Anzahl von posi- 
tiven und dieselbe Anzahl von negativen Coefficienten der Qua- 
drate'*'). Hat man die gegebene Form in das Aggregat 

und durch eine andere Operation in das Aggregat 
verwandelt, so ist identisch 

*) Jacobi hat diesen Salz 1847 gekannt, aber noch nicht veröffentlicht. 
Vergl. den nachgelassenen Aufsatz Jacobi's Grelle J. 53 p. 275 nebst den 
Mittheilungen von Hermite und Borchardt a. a. 0. p. 971 und 381. Dasselbe 
Princip hat Sylvester entdeckt und unter dem Namen »Trägheitsgesetz der 
quadratischen Formen« bekannt gemacht Philos. Mag. 1852, U p. 140 und 
Philos. Trans. 1 853 p. 484 . Durch directe Beziehungen zwischen den Grössen 
p und q ist der Beweis von Brioschi geführt worden Nouv. Ann. 1856 Juli. 

Baltzer, Detenn. :{. Aufl. 41 
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Siftd nun m Coeffioientöii des einen Aggregats t, B. ;>i, .,/?f» 
positiv, die übrigen negativ, so können nicht weniger als m 
Coefficienten des andern Aggregats positiv sein. Wären z. B. 
yi > • • > <?m— 1 positiv , und qf^j - - i9n i^egativ , so gäbe es Werthe 
von a?! , . . , a?^, bei welchen 

verschwinden, während 

positiv ist , gegen die Voraussetzung. 

Anmerkung. Aus diesem Prihcip folgt, dass die quadra- 
tischen Formen von n Variablen (mit nicht verschwindender 
Determinante) unter einander specifisch verschieden sind je nach 
den Anzahlen positiver oder negativet* Quadrate, durch welche 
sie dargestellt werden können. Unter den nQua.draten sind ent- 
weder n, oder n -*- 1 , oder n — 2 , . . von teinedei Zeichen. Die 
Fori^en der ersten Art haben bei realen Werthen der Variablen 
nur positive oder nur negative Werthe und sind deshalb definit, 
während die Formen der übrigen Arten indeßnit sind (12). 

Wenn für n = 3 oder n = 4 die Verhältnisse von 2 Va- 
riablen zu der 3ten oder die Verhältnisse von 3 Variablen zu der 
4teti diie Goordinaten eines Puncles sind, und die gegebene 
Form nebst der durch ein6 lineare Substitution transformirten 
verschwindet, so sind die zu diesen Gleichungen gehörenden 
Curven oder Flächeö zweiten Grades col linear (homogra- 
phisch). Aus dem obigen Princip folgt nun, dass Ellipsen, 
Parabeln, Hyperbeln ohne Unterschied coUinear sind, dass hin- 
gegen die Flächen zweiten Grades in 2 Arten zerfallen und nur 
die Flächen derselben Art collinear sind. Zu der einen Art ge- 
hören die Eliipsoide nebst den elliptischen Paraboloiden und 
Hyperboloiden ; die andre Art umfasst die hyperbolischen Hy- 
perboloide und Paraboloide. Möbius baryc. Calc. p. 31 4. Jagobi 
a. a. O. p. 280. 

16. Unter einer SxtRM'schen Reihe wird eine Reihe von 
Gliedern verstanden, welche durch die in üir vorhandenen 
Zeichenwechsd reale Wurzeln einer gegebenen algebraischen 
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Olejchung anzeigt*). Jacobi und HmnfT« haben quadratische 
Formen angiegeben, bei den^i die Zählung d«r positiven und 
der negativen Quadrate, durch welcbe sie dÄfgestellt werden 
können, denselben Dienst leistet, als die Betrachtung einer 
STutm'schen Reihe. 

Aus den von einander verschiedenen Wurzeln «j , 02 , . . , 
«^ der gegebenen GJeichung f^x) «= , einem gegebenen realen 
Werth ia und den Unbestammten ocb, cci,..,5c^_i bilde man 
die Summe 

indem man für a die Wurzeln a^ , . . , o,^ setzt. Jede reale unter 
der Grenze w liegende Wurzel liefert ein positives Quadrat in die 
Summe H . Dagegen ergiebt jedes Paar von conjugirt complexen 
Wurzeln ein positives und^ein negatives Quadrat für die Summe 
H, weil 

= j lißP-rQ)' - (i»' + y')(?*i • 

Also wird die Anzahl der verschiedeoen realen unter oder über 
der Grenze to Uzenden Wurzeln gefunden, indeio man die 
Anzahl der positiven oder der negativen Quadrate in der Summe 
H um die Anzahl der verschiedenen Paare von complexen Wur- 
zeln vermindert. Die Anzahl der verschiedenen realen zwischen 
den Grenzen w und co' liegenden Wurzein ergiebt sich darnach 
unabhängig von der Anzahl der complexen Wurzeln. 
In der Summe fi hat x^xj^ den Ck)efficienten 

*) 'Der nach Stmm benansle Lehrsatz ist von tiemsefben der Pariser 
Academie 1829 Mai 13, ferner in Fönissac Boiteiia Xi ip. HO, ClMquset et 
Mayer Alg^bre 4832 und M6m. pr6s. 1835 tom. 6 mitgetheilt worden. 
Vergl. MoiGNO Liouv. J. S f>. 75. Die Bltgetneine AiifsteTIirng einer Sturn:' - 
-sehen Reihe verdankt man Sylvester (Philos. Mag. 1839 Dec.) , dessen 
Angaben von Sturm (Liouv. J. 7 p. 356) bewiesen, von Cayley (Liouv. J. 11 
p. 997. 18 p. 269) und Joachihsthax (€relle J. 48 p. S66) erwettert wurden. 
Die zur Vertvatiing emer Sturm'schen Reihe dieoeade qaadncHsche Form 
ist von Herhite Gompt. rend. 1853, I p. 294 aufgestellt worden , weniger 
umfassend bereits von Jacobi 1847, wie aus einer Mittheilung von Borchardt 
Grelle J. 53 p. 281 hervorgeht. Vergl. Sylvester Wiflüs. Trans. 1853 p. 484, 
Brioschi Nouv. Ann. 1856 Juli und die Monographie Hattendorf über die 
Sturm'soben FunctioneD, Gütiing^ 4862. 

11* 
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wenn man durch s^ die Summe der rlen Potenzen der Wurzeln 
^1 » • • ) ^ bezeichnet. Die Grössen s^. sind real und werden 
aus der Differenz der Quotienten f(x) : f[x) und q>'[x] : (fix) 
berechnet (§. 10, 6), indem man unter {p[x) den Divisor ver- 
steht, welchen f'[x) mit f[x) in dem Falle gemein hat, dass die 
Wurzeln der Gleichung f[x) = nicht alle von einander ver- 
schieden sind (§.11, ^0). Demnach ist H ^ 2 t^j^x^xj^ eine 
quadratische Form mit realen Coefficienten , deren Glieder da- 
durch gebildet werden , dass man fttr i und A: alle Numem von 
bis m — 1 setzt , und welche durch je eine bestimmte Anzahl 
von positiven und negativen Quadraten darstellbar ist (1 5) . Die 
Determinante r^«i = ^ ± ^o • • 'w— i m— i ^^^ deren partiale 
Determinanten !/',u_2j ^w— 3 » • • tonnen nach §. 10, 5 be- 
rechnet werden. 

Anmerkung. Zu dem angegebenen Zweck hat Herhite *) 
die symmetrische Function 

Q.^ . ^ (y - <^) r{x)riy) - (a? - CO) f{y) rix) 

' y — X 

aufgestellt und in die Summe Sh^^x^y^ entwickelt, deren Ex- 
ponenten im Allgemeinen von bis n — 1 steigen. Zugleich ist 

* • »' y-x\^^ > f{y) ^'^ "' nx) I 

t'jx) ^ _J__ y — u _ X — <o _ (y — a!)(i>> — i) 

f(x) X — a' y — a X — a ~ [x — (x){y — a) ' 

a? — a y — a 

Wenn man in diesen Entwickelungen x*, y^ durch sr,-, zi^ ersetzt, 
so erhält man einerseits die quadratische Form ^h^j^z^z^^ andrer- 
seits die quadratische Form 

^•(w — 9i)(a?o + ajja + . . + aj^^ja""*)* 

wobei a?o , a?i , . . lineare Functionen der jsj , «2 > • • sind. Die An- 
zahlen der positiven und der negativen Quadrate , durch welche 
diese letztre Form sich darstellen lässt, werden durch Bearbei- 
tung der Form Shij^z^zj^ erkannt, deren Coefßcienten ganze 
Functionen der Coefficienten von f{x) sind.. 



'*') Grelle J. 52 p. 43. Vergl. Kronecker Comptes rendas 1869 Mai 40. 
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§. 14. Die linearen , insbesondere die orthogonalen 

Substitutionen. 

l. Wenn eine oder mehrere Functionen der Variablen 
.T, , 0*2 ? • • > ^n durch die linearen Substitutionen 



^H = ^niVi + ^ntVt + . . + ftfuiVf 



in Functionen der Variablen y^ , y^y iVn transformirt werden, 
so wird die Determinante der Substitutionscoefßcienten 

die Determinante [modulus] der linearen Substitu- 
tion genannt. Dieselbe muss von Null verschieden sein, wenn 
o^i , a?2 , . . , or^ als unabhängig von einander vorausgesetzt 
werden (§. 12, 7j. Die lineare Substitution heisst unimodu- 
lar*), wenn ihre Determinante = 1 ist. 

2. Wenn die linearen Functionen /l > /i , . . , /)» der Variablen 
fiCj , CC2 , . . , aCn durch eine lineare Substitution in Functionen 
der Variablen y^ , ^2 > • • > ^n transformirt werden , so ist . die 
Determinante des Systems der transformirten Functionen (§.12,1) 
das Product der Determinante des Systems der gegebenen Func- 
tionen mit der Determinante der linearen Substitution**). 

Beweis. Es seien 



die gegebenen linearen Functionen. Durch die lineare Sub- 
stitution 



*) Sylvester Cambr. and Dubl. math. J. 7 p. 52. Ueber die Con- 
struction solcher Determinanten vergl. den oben (§. 3 , 8) citirten Aufsatz 
von Hbriiite. 

**) Vergl. den algebraischen Beweis der Multiplicationsregel (§. 5), 
z. B. JoACHiMSTBAL Crellc J. 40 p. 22. Die weitere Ausführung dieses Satzes 
ist oben §. 5, 8 gegeben worden. 
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erhalt man die transformirten Functionen 



worin Cj/i; gefunden wird , indem man oPj , ojj , . . , a?„ der Reihe 
nach mit a^^ , ^iiy-jf^in multiplicirt, die Producte addirt und 
in der Summe den Goefficienten yj^ aufsucht : 

Nach §. 5, 1 ist 

Anmerkung. Wenn überhaupt die Functionen ftj"jf'n 
der Variablen x^, » * , x^ durch eine lineare Substitution in 
Functionen der Variablen y\j . - ,yn transformirt worden sind, 
so ist die Functionaldeterminante des transformirten Systems das 
Product der Functionaldeterminante des gegebenen Systems mit 
der Determinante der Substitution. Nach §. 13, 5 ist nämlich 

dy, öy» drr, öx^ dy, dy„ 



Nun ist ^-^ Ä frj.^, folglich ü. s. w. 



dy^ 

3. Wenn die Function f der Variablen oj^ , . . , o?^ durch 
die Uineare Substitution (1) in eine Function der Variablen 
yij'-jyn transformirt worden ist, so ist die Determinante H' 
der zweiten Differentialquotienten der transformirten Function 
das Product derselben Determinante H der gegebenen Function mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante B *) . Nach (2) hat man 

öa^i^yi ' * do^dy,» bx^bx^ ' ' bx^ix^ n • «• 

folglich durch Multiplication H' ^ H B^ , 



*) Hesse Grelle J. 28 p. 89. 
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Anmerkung. Wenn die Function /' eine quadratische 
Form (§. 13, 9) bedeutet , so ist ihre Functionaldeterminante // 
von der Determinante dieser Form nur dem Zeichen nach ver- 
schieden. Daher wird die Determinante der transformirten Form 
gefunden , indem man die Determinante der gegebenen Form mit 
dem Quadrat der Substitntionsdeterminante multiplicirt*) . 

4. Unter der Resultante der homogenen ganzen Functionen 
f{x,y) = a^a^ + (ha^ia)^''^y + . . 

wird die aus den Coefficienten a^, 0|,|_i , . . , 6„, 6„_i , . . ge- 
bildete Formel verstanden , welche oben (§. M , 5) als die Re- 
sultante von f{Xj 1) und g{Xj 1) angegeben worden ist. Wenn 
man die Functionen durch die lineare Substitution 

X =s Xu 'h flV , 1/ SS Vu -•- ju'v 

transformirt hat, so findet man die auf gleidie Weise zu bildende 
Resultante der transformirten Functionen, indem man die Re- 
sultante der gegebenen Functionen mit der mnten Potenz der 
Substitutionsdeterminante il/i'-r^ A'/i multiplicirt'^'^). Stellt man 
die gegebenen Functionen durch die Producta 

a^(a?-oi,y) . . (a? - a^y) und 6„(a;-Ay) . . {x - ßnV) 

dar , so ist ihre Resultante 

Die Differenz /9— -a ist die Determinante eines Paares von linearen 
Functionen oc^ßy und a; — ay, und geht durch die angegebene 
Substitution in - 

iß - a) [Xfi' - Vfi) 

über (2). Daher geht die Resultante R durch dieselbe Sub- 
stitution in 

R [XfA' - Vfi)"^*' 
über. 



*) Diese Bemerkung ißt für nr^sS von Lagrakge (M^m. de Berlin 4778 
p. 385) gemacht worden, fürn= 3 von Gauss (Disq. arithm. 268). 

**) Dieser Satz ist in einem umfassenderen Satz Boole's enthalten, 
welohen Cayley Grelle J. 80 p. \ anführt. Vergl. Jacobi Grelle J. 40 p. 245. 
Salmon higher plane curves p. 295. 
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Anmerkunfi;. Um die Discriminanle der durch die ange- 
zeigte Substitution aus f{x^y) entspringenden Function zu finden, 
hat man die Discriminante der gegebenen Function (§. 11, 19) 

mit der w(fn — 1)ten Potenz der Substitutionsdeterminante zu 
muitipliciren , in Betracht dass z/(ai,..)2 das Product von 
m (wi — 1) DiflFerenzen ist. 

Es giebt hiernach aus einer oder mehrern homogenen gan- 
zen Functionen abgeleitete homogene ganze Formeln von der 
Eigenschaft , dass ihr Verhältniss zu den Formeln , die auf die- 
selbe Weise aus den durch eine lineare Substitution transfor- 
mirten Functionen abgeleitet werden, eine Potenz der Substi- 
tutionsdeterminante ist, mithin den Werth 1 hat, wenn man 
eine lineare Substitution gebraucht, deren Determinante 1 ist. 
Die Formeln dieser Art hat Cayley a. a. 0. unter dem Namen 
Hyperdeterminanten einer Function oder eines Systems 
von Functionen in umfassende Betrachtung gezogen. Man nennt 
die Hyperdeterminanten nach Sylvester (Philos. Mag. 1851, 11 
p. 396) Govarianten oder Invarianten, je nachdem sie 
ausser den Goefficienten der Functionen auch die Variablen 
derselben enthalten oder nicht. Z. B. die Functionaldetermi- 
nante R des Systems von Functionen /i , . . , /« der Variablen 
a?i , . . , a?„ ist im Allgemeinen eine Covariante des Systems, weil 
die Functionaldeterminante des durch eine lineare Substitution, 
deren Determinante B ist, transformirten Systems den Werth 
RB hat (S). Wenn das System nur homogene lineare Functionen 
enthält, so ist R nur aus den Goefficienten des Systems zusam- 
mengesetzt, also eine Invariante des Systems. Die HESSE^sche 
Determinante H einer homogenen ganzen Function von mehr 
als 2 Dimensionen ist eine Govariante der Function, weil die- 
selbe Determinante der transformirten Function den Werth HB^ 
hat (3) . Die Discriminante einer homogenen ganzen Function ist 
eine Invariante der Function, und die Resultante von zwei 
binären Formen ist eine Invariante dieses Systems. Vergl. Sal- 
MON Lessons introd. to the modern higher algebra 1 859 (deutsch 
bearb. von Fiedler 1863) und die Abhandlungen von Aron- 
HOLD Grelle J. 62 p. 281 , 69 p. 1 85 , Ghristoffbl Grelle J. 68 
p. 246. 
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5. Unter den linearen Substitutionen, durch welche man. 
eine gegebene Function transformiren^kann , ist besonders eine 
solche bemerkenswerth , durch welche zugleich die Summe der 
Quadrate der Variablen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variablen transformirt wird. Diese Substitution ist von Eller 
(Nov. Gomm. Petrop. 15 p. 75, 20 p. 217), Gaüchy (Exerc. 
de Math. 4 p. 1 40) , Jacobi (Grelle J. 12 p. 7) , Cayley (Grelle 
J. 32 p. 119) in Betracht gezogen worden und heisst nach einer 
Bemerkung des Letztem eine orthogonale Substitution. 

Wenn eine Function der Variablen i^i , iz^2 » • • i ^n durch 
eine lineare (orthogonale) Substitution 



in eine Function von ^i , ]y2 > • • j 1/n *^ transformiren ist , der- 
gestalt dass 

SO haben die Goefficienten folgende Haupteigenschaften. 

I. Ftir jedes i und k von 1 bis n ist (Euler) 

zufolge der Identität 

Vx + J/a* + . . + Vn 

= yi*(C|,' + . . + O + . . + aviif, [c^^c^^ + . . + ChiC„j + . . . 

II. j^Um die transformirte Function in die gegebene zu 

transformiren , hat man (Gaughy) 

> 

zu substituiren. Denn 

worin der Goefticient von y,- den Werth 1 hat, während die 
Goefficienten der übrigen Grössen verschwinden (i) . 
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III. Das Quadrat der Deleriuinanlc einer orthogonalen Sub- 
stitution ist 4 (Jacobi) . Denn nach cß^r Muitiplicationsregel ist 



^11 • • ^in 



^ni • • ^nn 



di| . . d 



m 



^ni • • ^nn 



WO 



d|A = C,<C,j + c^^Ctk + . . + C^iCnk 



Nun ist d^ =s , djj SS 1 (I) , folglich reducirt sich die gesuchte 
Determinante auf ihr Anfangsglied d^ (^2 • • ^nn =^ ^ (§• ^9 ^)- 

IV. Wenn die Determinante der orthogonalen Substitution 
durch € , der Goeffident von c^ in « durch y^i^ bezeichnet wird, 
so ist (Jacobi) 

Um diese Identität zu finden , multiplicirt man der Reihe nach 
die Identitäten 



^ik^ik + • . + CnkCnk = < 



mit y^i , yi'2 , . . , y,-,». Durch Summirung erhält man 

+ . . + c^jfe(c„iyi, + . . + Cnnrin) = rik • 

Der Coefficient von Cij^ ist e, die Goeffieienten der übrigen 
Grössen C|j^, - *i<^nk verschwinden (§. 3,3). 

y. Die Goeffieienten der orthogonalen Substitution genügen 
dem zweiten System von Identitäten (Ehler) 

Denn nach (IV) ist 

Dieses Aggregat hat aber den Werth c oder , je nachdem i 
und k gleich oder ungleich sind (§. 3, 3) . 



§. 14,5. 
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VI. Unter den partialen Determinanten, welche man aus 
dem System der Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
bilden kann, findet folgender Zusammenhang statt (Jacobi): 



^m + i,m + 1 • • ^m •«• i,n 



Denn nach §. 6, S hat man 



MM 



SS e 



^11 • • ^im 



^«1 • • ^< 



rii • • Tim 

• • • • 

und nach (lY) 

• • 



^ .m — 1 



'IM •»> 1,IN 4- 1 



'M^^I 



• t Vi 



M>i,n 



• • 



• • C 



nn 



im 



_ jm 



'II 



'im 



« • 



'JMI • 



c 



Durch Vergleichung dieser Identitäten ergiebt sich die behauptete 
Identität. 

Noch einige weniger nahe liegende Relationen zwischen 
den Coefficienten einer orthogonalen Substitution haben Euleb 
in der zuerst erwähnten Abhandlung und Jagobi Grelle J. 30 
p. 46 angegeben. Yergl. Hesse Grelle J. 57 p. 175. 

Anmerkung. Eine lineare Substitution, durch welche die 
Form 

in die Form 

Vi' + • • + y<' - y.+i' -••-!/•»* 

verwandelt werden soll, kann aus einer orthogonalen Substitution 
abgeleitet werden , durch welche man die Form 

in die Form 

Vi' + . . + vi* + a?<^,* + . . + V 

überfuhrt. Mittelst der für y^^^ , . . , y^ zu machenden Substitu- 
tionen werden dann die Variablen x^^i ? • • 7 ^n durch ^1 , . . , ^^ 
ausgedrückt. Jagobi Grelle J. 53 p. 278. 
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6. Da die ri^ CQ^ffieienlen einer orthogonalen Substitution 
I^M (w-h 1) Gleichungen (5, 1) zu genügen haben, so lassen sie 
sich als Functionen von ^ w (w — 1 ) unbestimmten Grössen 

^n — i,n 

betrachten. In der That hat Euler nicht nur den Weg ange- 
zeigt , wie man durch ^ n (w — I ) binäre Transformationen die 
Goefficienten einer orthogonalen Substitution als Functionen 
von ln{n— i) unbestimmten Grössen darsteilen könne , sondern 
er hat auch in den Fällen n = 3 und n = 4 diese Goefficienten 
durch die unbestimmten Grössen rational ausgedrückt. Mit Hülfe 
der Determinanten ist es Gayley (1. c.) gelungen, bei n Variablen 
die Goefficienten einer orthogonalen Substitution als rationale 
Functionen von ^n (n — 1) unbestimmten Grössen darzustellen. 

Wenn nämlich durch ^12 > • • > ^'n—i n unbestimmte Grössen 
bezeichnet werden , wenn man unter den Voraussetzungen 

die Determinante 



B = 



öji . '. b 



in 



bildet und den Goefficienten von 6,-^ in B durch ß^j^ bezeichnet, 
so hat man 

. Cik - -ß- ' Ca ^ 

als allgemeine Formeln für die Goefficienten einer orthogonalen 
Substitution , deren Determinante den Werth i hat. Die Goeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution von der Determinante 
— i erhält man , indem man im System der gefundenen Goef- 
ficienten bei einer ungeraden Anzahl paralleler Reihen die Zei- 
chen ändert. 

Beweis. Die Grössen Xy, x<i^ . , ^x^ können dadurch von 
den Grössen yu 1/2^ - - j Vn abhängig gemacht werden , dass 
man zugleich 
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Vi = ^i«! + . . + ft«»an 

setzt. Durch Auflösung der linearen Systeme 



findet man (§. H, 1) 

ß«t = ftiVi + A2!/2 + . . + ßinVn • 

Vermöge der Voraussetzungen h^j^ -h />jj.,- = , 6,-,- = oi und des 
zwischen x^ , y^ und den Grössen jsj , ^2 > • • > ^n angenommenen 
Zusammenhangs ist aber 

Xi + 1/,- = Äwflp^ , 

folglich hat man zugleich 

By^ = 2w/?„a;, + . . + (2 w/»j,- - Ä)a;» + . . + 2ai/9„,a?„ 
Ba;, = ^(oßi^y^ + . . + [%^ßii-B)yi + . . + %ioß^y,, , 

oder abgekürzt 

Vt = ^u^i + • • + c„<a;„ 

Aus der Identität 
folgen die Identitäten 



I 



^ =:= C,i* + C„.' + . . + C^' 



wodurch diese rationalen Functionen der unbestimmten Grössen 
^12? •• 7^fi-i,n ^'s Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
characterisirt werden (5, I) . 

Dass die Determinante b dieser orthogonalen Substitution 
den Werth 1 (nicht —1) hat, erkennt man durch Bildung des 
Products «ß'^+i d. i. 



ni 
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Weil nach §. 3, 3 

Sw/J^jö,-, + . . + (2 W/9« - Ä) ft,,- + 






^2 ^: 



«2 



'»2 



'«3 



'33 






ist, SO hat das Product (§. 5, 4) den Werth ^■*"^, folglich ist 

Wenn man endlich die JCoefficienten 

oder 



^li » ^8» » 



» ^m 



ittit de» entgegengesetzten Zeichen versieht, so wechselt die 
Determinante der Substitution ihr Zeichen, wJihrend die characle- 
ristischen Gleichungen (5, I. V) 



'1» 



+ c, 



2« 



2 _ 



C^iCyk + C^iC^k + 



oder 



^Äri 



«As 



keine Verändeining erleiden. 

Beispiele. Für n «a& 2 findet man 



-t- Ca,»' 



1 






B = 



4 



A 
1 



= ^ + r 



Die Coefßcienten der einzelnen Elemente in B sind 

-;, K . 

Daher sind die Goefficienten einer binären orthogonalen Sub- 
stitution von der Deternoinanle 4 folgende : 



4 + r 

2A 



SA 



4 + r 

4+r 



Die orthogonale Substilulion 
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4 + r 
4 + il' 



2/ 



4 + r 



4 + A' 



hat die Delerminante — i . 

Für n « 3 findet man (§. 7, 4) 



B =: 



4 


r 


-/" 


•—V 


4 


A 


f* 


-i 


4 



= 4 4.A* + /** + i^' 



Die Coefficienten der eincelnea Elemente in B sind 



y + IfA, — f* + iv 



4 + r 

Demnach findet man folgende Coefficienlen einer ternären ortho- 
gonaleli Substitution von der Determinante \ : 



2 



4 + i« - ii« - v' 

■ '>■■■' 

B 



B 






B 

4 ^> ^« - y« - jl^ 

B 
B 



8 



— /n -h Xv 
B 

i> -4- /tfy 
B 



4 + „2 _ r - i** 

- - - - ^ - 9 

B 



wie schon Eulkr in der zuerst erwähnten Abhandlung p. tOI 
angegeben hat. Diese Coefficienten sind von RoDitiGuss (Liouv. 
J. 5 p. 405) aus denselben Formeln abgeleitet worden , welche 
Euler (Nov. €omm. Petrop» 20 p. 217) zur Transformation eines 
dreirechtwinkeligen Coordinatensystems aufgestellt hatte. Um 
die Coefficienten einer ternären orthogonalen Substitution von 
der Determinante — i zu erhalten, braucht man nur in dem 
obigen System die Zeichen von einer oder drei Zeilen oder von 
eben so viel Colonnen zu verändern. 



Für n = 1 findet man 



B = 



iU 


a 


h 


c 


a 


(a 


h 


-9 


b 


-Ä 


(O 


f 


c 


9 


-r 


Ü) 



= (cü*^ + a* + b'' + c' + r -4- 9' + h' + .V'-'j to' , 
Ol* s=s af-i- bg -^ch . 



' 
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. §. U, 6. 


/»„-= (a>« + r + g' + Ä-^)w* A, = 
/9,i = [- aia - f^ -k- cg - 6ä)w /J^^ = 
Ai = (- 6w - c/" - gif + oA)w /^a, = (- 


(ow ^ f& — bh -¥ cg)üi 

ha» -h fg — ab — cd]a) 
{gat -k- fh + ö^ — ca)<ü 


/^,3 = (6w ^ gO- ^ cf -¥ ah)(o ß^^ = 
/J.,3 =• (Äw -k-fg + c^ - aft)« /?,, = (- 

ßsz = («* +^' +c^ +<w'' /?3, = 
/?„ = i- fto •¥ gh — bc — a^)w ß^^ = 


(c(o -h hif- — ag + bf]ot 

■ go) -h hf — ac ^ ft*)ai 

{f(o -h gh + ai> — 6c) w 

(Ol« + A* + a'' + 6*)a>* 


Äc„ = [«'^ - d' + r - a* + ^* - 6* 
Äc„ = K - ^* + r - a« - (^* - ft'«) 

ÄC33 = [«* - >* - (r - a*J + (^' - *') 
Äc,, = [«^ - d* - (/•'» - a') - to' - 6'^) 


- (Ä« - c«)]a>« 


u. s. f. Mit Hülfe dieser Formeln lassen sich ohne Weiteres die 
Coefficienten einer quatemären orthogonalen Substitution von 
der Determinante \ oder —4 aufstellen. j 



Cayley's System dieser Coefficienten in Grelle J. 32 p. 422 
enthält zwei Fehler (in ß^^ steht —Ä/" statt hf, in Bc^ , ÄC22, . • 
steht 1 statt 4 — ^2j ^ welche in der neueren Mittheilung Cayley's 
Grelle J. 50 p. 311 nicht vorkommen. Dagegen ist an dem zuletzt 
erwähnten Orte p. 312 Z. 5 v. 0. der Druckfehler H-d/ in 
— dy' zu verbessern. Die von Cayley gefundenen Coefficienten 
einer quatemären orthogonalen Substitution kommen in anderer 
Fprm bei Euler (Nov. Comm. Petrop. 15 p. 102) vor, der sie 
»nulla certa itiethodo , sed potius quasi divinando« erhalten hatte. 
EuLEB fügt hinzu: »si quis viam directam ad hanc Solutionen) 
manuducentem investigavent , insignia certe subsidia analysi 
attulisse erit censendus.« Es ist Cayley nicht entgangen, wie sich 
aus den von ihm aufgestellten Coefficienten die EoLBR'sche Lösung 
ableiten lässt (vergl. Grelle J. 50 p. 312). Setzt man im obigen 
System 



s -^d 




*- '-'-. 


r — e 
a = — ■ — 



2 2 



6 = - ^ "• ^ c - ^"^ 



2 ' 2 ' 2 2 ' 

und ändert man die Zeichen der letzten Horizontalreihe, wodurch 
die Determinante der orthogonalen Substitution den Werth —1 
annimmt, so erhält man Euler^s System ohne irgend eine 
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Abweichung. Denn das zweite Element der zweiten Horizontal- 
reihe enthalt bei Eulbr nur durch einen Druckfehler —ds statt 

7. Die binäre und temäre orthogonale Substitution ist in 
der Geometrie gleichbedeutend mit der Transformation der 
orthogonalen Punctcoordinaten. Um von dem orthogonalen System 
X, y zu dem orthogonalen System x\ y' überzugehen, unter der 
Voraussetzung, dass a?, y, x\ y' Richtungen einer Ebene 
sind, hat man die lineare Substitution zu machen, deren Coef- 
ficienten 

cos reo?' cosxy' 

cosyx' COR yy' 

sind. Wenn Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von 
einerlei Sinn beschrieben werden, mithin ccy+ya?=BO ist^ 
so hat man 

xy' = xx' + xY , yx' ^ yx •*- xx' , yy' = ya? + xx' + x'y' . 

Sind nun die Winkel xy und x'y' beide = 90<^, so ist 

cos xy^ s *- sin xx^ , cosyx' = sin xx' , cos yy' = cos xx' . 

Wenn dagegen xy = 90^ und x'y = — 90<^ ist, so ist 

cos a?y' = sin xx' , cos yx' = sin xoo' , cos yy' ss ^ cos xx' . 

Daher hat man, wie bekannt, beim Uebergange zu einem System 
desselben Sinnes die lineare Substitution 



cos a;a?' — sinxa;' 

sinj;a;' cos reo;' 



von der Determinante 4 zu machen ; beim Uebergange zu einem 
System entgegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Sub- 
stitution 

cosa?j;' sinxo;' 

sino^o;' — cosica?' 

von der Determinante — \ . 

Diese Bemerkungen werden durch ein bekanntes gonio- 
metrisches Theorem (s. unten §. 1 6, 3) bestätigt , nach welchem 
für beliebige Richtungen einer Ebene x, y, x\ y' 

cos 0^09' cosrey' | 
cos ya?' cos yy' j 

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 42 



= sin a;y sin as'y' 
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Diese Determinante ist positiv oder negativ , je nachdem sin cc^ 
und sin oo'y einerlei Zeichen haben oder nicht. 

Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos'a?a?' + cos*a?y' = \ , 

cos*!/«' + cos'j/y' = < , 

cosaKc'cosya;' + aosxy' co^yy* = , 

dass sm^xy und sin^o^y den Werth 4 haben. Denn'naeh der 
Multiplicationsregel (§. 5, 4j ist 



sivk^xy sin^ojV = 



cos xx^ cos xy* 
cos yx* cos yy' 



\ 
\ 



= \ 



Um die angegebenen Substitutionen zu rationaiisiren^ 
braucht man nur cos xx' = cos '^^xx' (4 -— tang ^\xx'') 
u. s. w. zu benutzen und die Coefficienten der Substituttim dureh 
tang^ajaj' auszudrücken. Vergl. (6) Bdspiel 4. 

8. Um von dem orthogonalen Coordinatensystem Xy y, z 
zu dem orthogonalen System x'j y\ %* überzugehen, hat man 
bekanntlich die lineare Substitution 



cos 070;' 


C08d;y' 


cos xz' 


cos yx' 


cos yy' 


C03 yz' 


coszx' 


cosjsy' 


cosss' 



ZU machen , deren Coefficienten den Gleichungen (5 , Ij genügen 
müssen, mithin Functionen von 3 unbestimmten Grössen sind. 
Bezeichnet den gemeinschaftlichen Anfang der Coordinaten 
und wird die Kugel , deren Gentrum und deren Radius die 
Längeneinheit ist , von den Richtungen der positiven Coordinaiten 
in X, Yj Zy X'y F, Z' geschnitten, so sind die Coordinaten- 
systeme desselben oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem 
die sphärischen Dreiecke XYZ und X'F'Z', oder die Tetraeder 
OXYZ und OX^Y'Z' desselben oder entgegengesetzten Sinnes 
sind. 

1. Bei zwei sphärischen Figuren , wenn sie gleich und ähn- 
lich und desselben Sinnes sind , ^ebt es einen sich selbst ent- 
sprechenden Punct S von solcher Lage, dass 
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sx =t sx' , sy=sr, sz^sz', 

Winkel XSY = X'SY', YSZ = Y'Sr , XSZ = X'SZ' , 

XSX' = YSY' = ZSZ'*). 

Nach einem elementaren Satze der sphärischen Trigonometrie 
hat man daher, wenn OS durch s und der Winkel A'SA" durch 
^ Ix^zeichnet wird, 

cos a?a;' = cos**a; + s'm^sxcostp = cos*Äaj(i — cos y) + costp 
cosyy' Ä cos'*y + sin^sy costf = coÄ*«y(^ — cosy) -4- cosy 
cosjirz' = cos ^sz + sin ^5;; cosy = cos* «2(1 — cos<y>) -•- cos<y> . 

Wenn man femer die gleichen Winkel XSV und X'ST durch ^ 
bezeichnet, so hat man nach demselben Satze der Trigono- 
metrie 

cos xy' = cos sx cos sy' + sin sx sin*y' cos (r/; + S-) 
s= cos sx cos sy + sin sx sin sy cos (/> cos S- — sin ^a? sin sy sin ^ sin ^ . 

Da aber 

coS'o?^ = cos sx cos «^ + sin sx sin 5^ cos ^ r= , 
sin «27 sin «1/ sin ^ s= 6 0X75 s sin a;2/ cos«;? = cos«z, 

so erhält man 

cos icy' =s cos sx cos sy (^ — cos y) — cos «js sin y . 

Aus dem Werthe von cosxy findet man cosyir', weil der Wia- 
kel YSX' = FSX H- ASr = — 9 H- ^ ist, durch Vertuschung 
von- g) mit — ^ 

cos I/o;' = cos sx cos «j/ (4 — cos </>) + cos sz sin ^ . 

Ebenso ist 

cos yz' = cos sy cos «jj (1 — cos </i) — cos sx sin y 
cos zy' = cos «1^ cos «js (1 ~ cos (p) + cos sx sin <y) 

cos jsaj' = cos sz cos «a? (4 — cos y) — cos sy simp 
cos ojä' = cos sz cos sa? (1 — cos (p) •¥ cos sy sin (p ♦*) , 



*) Vergl. des Verf. Abhandlung übef die Gleichheit und Aehnlichkeit 

u. s. w. Dresden 4852, §. 3i und 52, oderElem. d. Math. 5te8 Buch §. 4,18. 

**) Diess sind die von Eule» Nov. Comm. Petrop.20 p.2i7 gefundenen 

Formeln, welche Jacobi Grelle J. 2 p. 188 in Erinnerung gebracht hat mit 

der Aufforderung, dieselben einfacher abzuleiten. 

12* 



180 §. U, 8. 

4 

WO von den verfügbaren Grössen sXy sy, sz, q> die ersteren 
durch die Gleichung 

unter einander verbunden sind. 

Um diese Substitulionscoefficienten zu rationalisiren , führt 
man \q> ein und erhält 

cos xy' s 2 cos sx cos sy ^xn^^tp — 2 cos 9z s\vi\tf> cos \ff 

s 

u. s. f. Setzt man 

cossx tang^^ = X , cos sy tang^^ = fi , cos«a tang^<^ = v , 

mithin 

tangHv = -l« + A** + 1^' , -^^^ = 1 + i' + ^« + V« , 

so erhält man das obige System rationaler Coefficienten einer 
temären orthogonalen Substitution (6). 

IL Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und 
ähnlich und entgegengesetzten Sinnes sind , giebt es einen sich 
selbst entsprechenden Hauptkreis , dessen Pol 8 seinem Gegen- 
punct entspricht , so dass 

SX + SX' = ^80« , sy -^ Sr = 480« , sz + SZ* = 480« , 
Winkel XSY = X'Sr, YSZ = rSZ* , XSZ := X'SZ' , 

xsx' = Ysr ^ zsv . 

Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man 

cos 0505' = — cos **a? + sin **a; cos «^ = — cos '«ap {\ + cos y) -h cos f/> 

cos a?y' = — co& %x cos s|/ -»- sin sx sin 5|/ cos (^ + ^) 

=s — cos iX cos *y (4 -4- cos y) — cos <s sin y 

u. s. w. Diese Formeln unterscheiden sich von den im vorigen 
Falle gefundenen nur durch die Zeichen, nachdem q> mit \ 80®— if 
vertauscht worden ist. Der Winkel \ 80®— y ist aber derjenige, 
welchen das System x ^ y\ %' um die Axe z beschreiben muss, 
damit \' Y 7! mit der Gegenfigur von XY2 zusammenfällt. 
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III. Nach V. Staudt's Theorem (s. unten §.16, 3) ist für 
beliebige Winkel und Lagen der coordinirten Axen 

cos xx' cos xy' cos x%' 
cos I/o;' cosyy' cosyz' 
cos z(xf cos zy' cos z%* 



= 86 OXYZ , OX'Y'Z 



Folglich ist die Determinante positiv oder negativ, je nachdem 
diese Tetraeder oder die von den Axen gebildeten Ecken des- 
selben oder entgegengesetzten Sinnes sind. Bei einem ortho- 
gonalen System beträgt aber das zugehörige Tetraeder \ Cubik- 
einheit , daher ist die Determinante der orthogonalen Substitution 
1 oder — 1 , je nachdem das neue System mit dem alten dessel- 
ben oder entgegengesetzten Sinnes ist *j . 

IV. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos*iUa5' + cos*a?j/' + cos'a?«' = 4 
cos*3/a?' -4- cos^yy' + cos*ya' = \ 

COS'ÄiC' + COS'äI/' + COS*Äij' = \ 

cos opor' cos ]/fl;' + cos ojy' COS yy' + cos a?«' cos ya' = o 
COS xx' cos %x' + cos xy' cos zy' + cos xz' cos %z' = 
C9syx' QXiSzx' -¥ cosyy'cosxy' -i- GO%yz' coszz' = , 

dass die Systeme x, y, z und x\ y\ z' orthogonal sind**). 
Denn 



(36 OXYZ, OX'TZy = 



«II «l« «18 
«21 «M ««3 
«81 «8« «33 



worin nach der Regel für die Multiplication der Determinanten 



On = cosacaj'cosajic' + cosajy'cosajy' + cos rrap' cos a;^' 
a,j = cos ajo;' cos ya?' + cosajy'cost/t/' + cosxz* cosyz* 

u. s> w., so dass 

4 
4 
4 



4 




«11 


«12 


«13 




«21 


«2» 


«28 


^ 


«81 


«82 


«38 





= 4 



*) Auf diesen unterschied der Subslitutionsdelerminanten hat Jacobi 
Grelle J. 45 p. 309 aufmerksam gemachl. Vergl. Möbiüs Statik §.427, Magnus 
anal. Geom. des Raumes §. 4 3. 

**) Dedekind Grelle J. 50 p. 272. 
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Nun ist 60XYZ = sinxy sinxz sin(xy^.Tz) u. s. w. Das 
Product der Sinus wird aber aur dann 4 , wenn die Winkel 
recht sind. 



9. Wenn c^ , . . , c„„ die Goefficienten einer orthogonalen 
Substitution bedeuten, deren Determinante £ d. i. entweder 4 
oder —4 ist, wenn 



m = 



C„ + JJ c 



'«l 



'm 



13 



'22 



■'m 



'in 



'2n 



C«n + * 



so ist die Gleichung f(z) = reciprok und hat mit Ausnahme 
der Wurzel — e , welche bei ungeradem n vorhanden ist , keine 
realen Wurzeln *) . 

Beweis. Die Entwickelung der Determinante f{z) nach 
steigenden Potenzen von z (§. 4, 3) giebt vermöge d^r in (5, VI) 
bewiesenen Eigenschaft der zu /*(0) gehörigen partialen Deter- 
minanten ohne Weiteres zu erkennen , dass die Goefficienten von 
J5®, js*, »2, . . von den Goefficienten von jz", z*^'~^, a*""^, .. sich 
nur durch den Factor e unterscheiden, dass also 



ifiz) 



' '(t) • 



was sich durch Multiplication der Determinanten e und f(z) 
bestätigen lässt. Demnach ist /*(—«) = (— 1 )«€»»- ^(—ß) , also 
verschwindet /"(— fi), wenn n eine ungerade Zahl ist. Ueber die 
Realität der übrigen Wurzeln der Gleichung f{z) ss erhält 
man Aufschluss durch das Product der Determinanten 



r(z)f{-^z) = 



d„ — »' zd 



zd 



Sl 



IS 



d„ - Ä« 



zd, 



zd 



81 



zd 



»t 



28 

d„ - z' 



worin nach der Multiplicationsregel 

da - Ä» = c,-, c,.j + . . + {Ca + z) (Ca -«) + .. + c^^c^„ 



*) Brioschi Liouv. J. ^9 p. 253. Vergl. Schläfli Grelle J. 65 p. 486. 



§. H, 40, 



483 



folglich (5, I) 



'!• 



ist. Daher hat man d^i^ + dj^|- = , und nach §.7,6 



mn-^) 



1-. d 



IS 



— Ä 



-(t-)"-(I -')""*"■ 



wobei die a. a. O. näher beschriebenen Coefficienten der Po- 
tenzen von z positiv sind. Wenn nun z real ist , so ist für 

gerade oder ungerade r» 



M_M oder ^^'^^'-') 



positiv, folglich f(z) von Null verschieden. 

10. Die orthogonalen Substitutionen gehören zu denjenigen 
linearen Substitutionen , durch welche überhaupt eine gegebene 
quadratische Form von n Variablen in ein Aggregat von ii Qua- 
draten transformirt wird. Wenn die gegebene Form , die nach 
§.4 3, 9 flF. durch Sa^i^x^X]^ bezeichnet wird, durch die lineare 
Substitution 

^1 ^ ^11 3/i + • • + ^inVn 



in das Aggregat pi yi^ -*- ^2^2^ + 
die Identität 



. -+- Pf^t/n^ übergeht, so erfolgt 



ik 



unter den Bedingungen 



ik ik 

Setzt man zur Abkürzung 

so erhält man bei der Voraussetzung o^^ = a^^ zur Bestimmung 
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der Substitution das unzureichende System von ^n(w— 1) 
Gleichungen 

Aus solchen Grössen c , welche diesem System genügen , bildet 
man dann 

und findet 

ffir^i + • • + ffnr^n = PrVr * 
^^^^ " a c ^ ^ a c ' 

SO dass nur die Verhältnisse der Substitutionscoefficienten zu 
einander in Betracht kommen. 

Die Determinanten der gegebenen und der transformirten 
Form sind abgesehn vom Zeichen -5 ± a^ . . a^^ und P1P2 • • Pn- 
Wenn nun die Determinante der Substitution den Werth e hat, 
so ist (3) 

Wenn man femer den Coefficienten des Elements c^j^ in der 
Determinanie e durch y^j^ bezeichnet, und die Gleichungen 



Pr — ^irQir + • • + Cnr9nr 



der Reihe nach mit y,i , y^ , . . multiplicirt , so findet man durch 
Addition 

Prrir = f9ir 

und hiemach wie oben (5) 

P\ • • Pm -^ i Cm + 1,«» + 1 • • f^tui = ^-^^ Ö'ii • • 9mm • 

11. Die Summe f=s 2 a^j^x^yj^ von n^^ Gliedern, welche 
dadurch gebildet werden, dass man für i und k alle Numem 
von 1 bis n setzt, und deren Coefficienten a^j^ einer Beschrän- 
kung nicht unterliegen , ist eine homogene lineare Function so^ 
wohl der Variablen a?i , . . , (r„, als auch der Variablen yi , . . , y»? 
und heisst deshalb eine bilineare Form derselben*). 

*) Jacobi Grelle J. 53 p. 265. Vergl. Christofpel Grelle J, 63 p. 255. 



Bildet man die Diflerentialquotienien 

SO bat man die characteristische Gleichung 

Von der bilinearen Form kann man ein Product einer linea- 
ren Function der x mit einer linearen Function der y so ablösen, 
dass eine bilineare Form von zweimal n— I Variablen übrig 
bleibt. Unter der Voraussetzung, dass der Coefficient a^ nicht 
verschwindet , dass also in u^ die Variable y^ , in t;] die Variable 
Xi nicht fehlt, bilde man die bilineare Form 

welche die Variablen x^ , ^t nicht mehr enthält , weil 

verschwindet, wenn ftlr t oder k die Numer 1 gesetzt wird. 
Mittelst der Differentialquotienten 



«*t 






kann femer unter der Voraussetzung, dass a'22 nicht ver- 
schwindet, dass also weder y^ in u'2 noch x^ in v'2 fehlt, die 
bilineare Form 



tt'.v' 



A = A --3-^ = -S'a'^jfcaj^yA 



«M 



gebildet werden , welche auch die Variablen X2 , y^ nicht mehr 
enthält, weil der Coefficient 






verschwindet, wenn für i oder Ä: die Numer 2 gesetzt wird. 
Durch fortgesetzte Ausscheidungen der angegebenen Art erhält 
man die besondere Darstellung 
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f = - - + -^ + 77—^ + 

«u «'2« « 



33 



Die Differentiation ergiebt aber 



«V = Ui -^ 



U"i = u', - 



«1 «11 


f'» 




«"* 



= t* - 



^ V'i. — 



22 



a'22 



mithin ist u',- eine von y^ unabhängige homogene lineare Ver- 
bindung von Mj und w,- ; u'\ eine von y^ und 1/2 unabhängige 
homogene lineare Verbindung von u'2 und w',-, also auch von 
Mj , f/2 , w,- ; u. s. f. In allen diesen Verbindungen hat ti, den 
Coefficienten 1. Daher kann 

gesetzt werden. Weil diese Formel von yi , . . ,ytii unabhängig 
sein soll , so verschwinden die Coefficienten dieser Grössen , und 
man hat 



folglich (§. 8) 



oder 



— W«im + • • + ^m^mm "*" ««w 



a 



II 



a 



im 



tt. 



«('»)i-2-±a„..a,„^ = 



«mi ö« 



a, 



mm 



a 



im 



• • 



u 



m 



Ui - tt<"»)i 



= 



a 



11 



'im 



• • 



«mi 


«11 




«11 


• 


• 


«im 


Wi 


• 


• 


__ 


• 


• 


• 


• 


• 


O'mm 


«im 




«mi 


• 


• 


^mm 


«m 


^m 


«» 




«« 


• 


• 


f^im 


«• 



a 



11 



a 



\m 



«i,m + i S^m + i + • • + «m Vn 






a. 



m\ 



• • 



a 



%\ 



^mm ^m^tn + i Vm + 1 "*" • • "*" ^mn Vn 
«•m «t,m + i2/» + i + • • + «m 2/n 



Aus w(^\- wird v^"*)^ abgeleitet, indem man u^ durch iv, und 



a^g durch r?^^ ersetzt. 
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Die Variable y^ hat in «("*), den Coefficienien o^"*^^; > »'^ '^t 

/»C»») __ ^ — gti . . öfK + um + i 

Unter Annahme der Bezeichnungen 



A^ ^ 2 ± a^^ , . a, 



mm 



Vm = 



'^ii • • *i,m — 1 **! 



^«1 • • **#«,»» — I **m 



«11 • • «i^m-i «im?/ 



m 



«mi • • «m,»*— 1 ^mtnym 



f'» = 



«11 • • «m— 1,1 ^'i 



"im 



«m— i,m ^ 



m 



«11 • • «m— 1,1 «mi ^m "*" • 



«im • • «m— i,m ^mm^m "*" • 



ergiebt sich endlich 

^^ m + i^ tn^-i ^m-M 'm + 1 __ -^m -♦• i 



«^*"^m + i,i» + i -^m-^m + i 



^tn + 1 2/m + 1 + • • > 



'm 



r = 



4, 






v.v. 

A^A^ 



Wenn es demnach eine Anordnung der Variablen einer 
bilinearen Form giebt, bei der die partialen Determinanten 
^1 ) ^iy ^3 j • • laicht verschwinden, so kann die bilineare Fonn 
auf eine bestimmte Weise als Summe von Producten homogener 
linearer Functionen U^\\^ U^V^,^- so dargestellt werden, dass 
(7,^ und Fy^ von der mten (und den folgenden) . Variablen je 
einer Schaar abhängen und die vorangehenden Variablen nicht 
enthalten. 

12. Ebenso kann unler den analogen Voraussetzungen die 
quadratische Form 2 a^j^x^Xi^, deren Coefficienten a,-^ und a^,- 
gleich sind, auf eine bestimmte W^eise als Aggregat von Qua- 
draten homogener linearer Functionen der Variablen so darge- 
stellt werden, dass die mte Function von der mten und den 
folgenden Variablen, aber nicht von den vorangehenden ab- 



^88 



§. U, 12. 



hüDgt^j. Denn die bilineare Form /* s= 2 a^j^x^yj^ geht in die 
gegebene quadratische Form über , wenn yf^ mit ccj^ , aj^^ mit a^j^ 
zusammenfällt. Versteht man nun unter u^-, u'^j . . die halben 
Differentialquotienten (§. 13, 1), so hat man (H) 



'-f 



ü,' 



4,^ 



^n — 1 ^ 



worin Aff^ = S±n^x . , a,^^ eine nicht verschwindende partiale 
Determinante der Coefficienten a^-^ bedeutet, und 



U.n^ 



»11 



. . a 



i,m — 1 



W. 



a 



mi 



'*iii,m — 1 **m 



'11 



^i,m— i ^im®m "*" • 



'*mi • • *«,m— 1 ^mm^rn "*" 



Die Anzahl der Quadrate, welche negative Coefficienten 
haben, ist der Anzahl der Zeichen Wechsel gleich, welche die 
Reihe 

darbietet. 

13. Zwei gegebene quadratische Formen der Variablen 

deren Determinanten nicht verschwinden, können im Allgemeinen 
durch eine bestimmte lineare Substitution 



^n — ^nit/i + • • + ^tuiVt 



deren Determinante den Werth e hat, in die Formen 

gebracht werden**). Denn man hat zur Bestimmung der n 



2 



*) Jacobi Grelle J. 53 p. 270 und 282. Diese Transformalion der qua- 
dratischen Formen war von Gauss theor. comhin. observ. 34 (Comm. Gölt. 
V. ^849) angezeigt worden. Einen Beweis derselben findet man bei 
Brioschi Nouv. Ann. 4856 Juli. 

*♦) Cauchy Exerc. de Math. 4 p. 440. Jacobi Grelle J. 42 p. 4. Weier- 
STRAss Berl. Monatsbericht 4858 p. 207 (vergl. Brioschi Aim. di Malern. 4858 
Juli und Ghristoffbl Grelle J. 63 p. 255). 



§. M, 13. 



i«(n-l) 



4 89 
n Glei- 



Subsiitutionscoefficienten ^ n (/i — 1 ) H 
chungen (10). 

Bei dieser Transformation geht die quadratische Form 
sq>'^ip mit der Determinante 



fis) = 



Sa^^ - b^^ 



^O'Hi — ^m 



*0m — ^n 



*^nn ~" ^«M 



in die Form (s — «ijpiyi^ 
Determinante 



(s — 5^)p,iy„2 über, deren 



ist (3). Zugleich hat die Determinante Pi . . Pn der transformirten 
Form q) den Wertä e^S ± a^ . . a^^^ , also ist 

f(s) = (i - «J . . (s - jj 2" ± a„ . . Onn 

d. h. Sxj ' - j Sf^ sind die Wurzeln der Gleichung nten Grades 
f[s) sss . In der That sind 5^ y — i// , ^2 y — i^ , . . quadrati- 
sche Formen mit verschwindenden Discriminanten und von 
weniger als n Unbestimmten (§. 13, 10). 
Setzt man wie oben (1 0) 

und bezeichnet man den Coefficienten des Elements c^j^ in £ 
durch Yiki ^^ ^^^ ™^^ 

PkriA = ^9ik* ^kPkrik = «^tjfc 

folglich SfcJifc — Ä^-fc = d. h. 

Indem man hierin für i die Numern 1 , 2 , . . , rt setzt , erhält man 
n Gleichungen, vermöge deren (§. 8, 3) 



Sk^u - ^^ 



*Jfc«iii — ^w 



= 0, 



Cik ' C*k ' ' '• Cnk = fMii •• fMi2 : . . : /"(«*)<„ 

ist, wenn man den Coefficienten des Elements sa^j^ — b^i^ in 
f(s) durch /*(5)|jt bezeichnet. Dabei hat man (§. 6, 5) 

Mik = Mki fMik = fMiifMkk ' 
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und es bestätigt sich, dass 5^ eine Wurzel der Gleichung f{s) =s 
ist. Aus der Proportion c^j^ : €2^ : , . wird pj^yjp^ gefunden (10), 
aber nur unter der Voraussetzung, dass Sj^ eine einfache 
Wurzel der Gleichung f{s) = ist. Wenn s^ und $2 conjugirt 
complex sind, so sind auch Pi^i^ und ^2^2^ conjugirt complex, 
mithin q> und ip durch je n Quadrate darstellbar , welche nicht 
alle dasselbe Zeichen haben (§. 13, 16). Umgekehrt schliesst 
man : Wenn eine der Formen q) , xp deßnit ist d. h. durch 
n Quadrate von einerlei Zeichen sich darstellen lässt, und die 
Gleichung f[s) = lauter verschiedene Wurzeln hat, so sind 
diese Wurzeln real. 

Wenn eine der gegebenen Formen delinit ist, so hat die 
Gleichung f{s) = nur reale Wurzeln auch dann, wenn dieselben 
nicht alle von einander verschieden sind (§. 13, 13). Dabei ist 
eine ^fache Wurzel der Gleichung f{s) = zugleich* eine (A-— 1)- 
fache Wurzel der Gleichungen f{s)ij^ =» 0, ohne dass die Darstell- 
barkeit der beiden gegebenen Formen durch die Quadrate der- 
selben n realen linearen Functionen von a^i , . . , a;„ verloren geht, 
wie Weierstrass a. a. 0. bewiesen hat. 

Anmerkung. Wenn die beliebige quadratische Form tp 
durch n Quadrate insbesondere mittelst einer orthogonalen Sub- 
stitution dargestellt werden soll, welche die Form 

<^ = a;,* -I- a?2* + . . + x^^ in yj* + . . -I- y»* 

verwandelt, so hat die zu diesem Zwecke aufzulösende Glei- 
chung f{s) = nur reale Wurzeln, welche aber nicht nothwendig' 
alle von einander verschieden sind. Auf einer solchen Trans- 
formation beruht namentlich die Bestimmung der Hauptaxen von 
Linien und Flächen zweiten Grades , der mechanischen Haupt- 
axen eines gegebenen Körpers, der säcularen Störungen von Pla- 
neten (Laplace Mem. de Paris 1772, II p. 293 und 362). Die 
dabei eintretende Realität der Wurzeln der Gleichung f{s) = 
wurde für den dritten Grad von LagraxXGe (M6m. de Berlin 1 773 
p. 1 08) bewiesen, für höhere Grade von Cauchy und Jacobi a. a. O.; 
auf einem neuen und directen Wege für den dritten Grad von 
Kummer (Grelle J. 26 p. 268. Vergl. Jacobi Grelle J. 30 p. 46), 
für höhere Grade von Borchardt Liouv. J. 1 2 p. 50 — zunächst 
unt^r der Voraussetzung, dass alle Wurzeln der Gleichung 
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f[s) = von einander verschieden sind. Die angezeigte Eigen- 
schaft der Gleichung fls) =s erkennt man nach Sylvester 
(Philos. Mag. 1852, II p. 438) durch Entwicklung des Products 
f(s) /*(— s) , welches für imaginäire Wertbe von s durchaus positiv 
bleibt (vergl. 9). Die Auflösung des allgemeinen Problems ist 
tiefer ergründet worden von Weibrstrass und Kronegkbr Berl. 
Monatsbericht 1 868 Mai \ 8. 



§. 15. Die Dreiecksfläehe und das Tetraedervolam. 

1. Wenn den Anfang beliebiger coordinirter Axen be- 
deutet, wenn a?, y und x^ , yi die mit den Axen parallelen Coor- 
dinaten der Puncto A und B sind und die Geraden , auf denen 
OA und OB liegen, wie die Strecken selbst durch r, r^ be- 
zeichnet werden, wenn ferner die Dreiecksfläche OAB positiv 
oder negativ genommen wird, je nachdem der Sinn der Drehung, 
welcher durch die Ordnung der Puncto 0, A, B bestimmt ist, 
mit dem positiven Sinn der Ebene , in welchem positive Winkel 
derselben beschrieben werden , übereinstimmt oder nicht §ber- 
einstimmt, so ist^) 



% OAB SS rri sin rr, = 



X y 
«I Vi 



sin xy 



Beweil. Es ergiebt sieh unmittelbar aus der über das 
Zeichen der Dreiecksfläche gemachten Voraussetzung, dass 
rr^ sin rri auch dem Zeichen nach mit 20 AB übereinstimmt. 
Man hat aber (§. 3, 4) 



r*ri' sin 'rrj = 
und durch orthogonale Projection 



rr rrj cos rfi 

r Ti cos rrj r^ri 



*) Diese Formel ist in einem Theorem Varigmon's (M^m. de Paris 4749 
p. 66) enthalten , dessen genaue geometrische Darstellung nebst der Be- 
stimmung der Zeichen man in Möbius Statik §. 35 und in des Verf. Elementen 
der Math. Planimetrie §. 9, 8 findet. In der gegenwärtigen Gestalt kommt die 
Formel bei Monge vor (J. de l'^coJe polyt. Cah. 4 5 p. 68), und liegt der For- 
mel für die Fläche eines Polygons zu Grunde, welche Gauss in den Zusätzen 
zu Schumacher's Uebersetzung von Carnot gäom. de position gegeben hat. 
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rcosajr = 


X 


+ ycosxy 








rcosyr = xcosxy + y 


r = xcosxr + ycosyr 


rrjCosrri = x^rcosxr + Vircosyr =s «r, cosa?r, + yriCosyrj . 


Nun ist nach der Multiplicationsregel (§. 5, 1} 


• 


a5r cosxr + j/r cosyr a;r, cosajfi + yr^ cosyr, 
rp, r cos ajr -•- y^r cos y r fic, ri cos asr, + ^i r, cos y Tj 






X y 


r cosxr r cosyr 






^ Vi 


r^cosxr^ r, cosyr, 




und ebenso 




r cosxr r cosyr 




X y 


i cosxy 








r, cosajri 


Tj cosyri 




^i Vi 


cosxy 


1 







Daher findet man, wenn e entweder 1 oder —1 ist, 



rrj sin rr^ = « 



o; 



a?i Vi 



siaxy . 



Wenn y und Xi verschwinden, so geht r in x, r^ in y^ über. 
Demnach ist 6 =: 1 . 

Anmerkung. Wenn der Punct B dem Puncte A -unendlich 
nahe liegt, so ist 

Tj = r -h dr , x^ = X -^ dx t Vi = y -^ dy . 
Indem man den Winkel xr durch 3^ bezeichnet, erhält man 



8 (MB ^ r^dd^ s 



X 0/ + dx 
y y -^ dy 

durch Anwendung von §. 3, 6. 





X 


dx 


sin xy » 








y 


dy 



siDa;y 



2. Wenn das Volum des Tetraeders OABC durch die 
Kanten OA, OB, OC und deren Winkel unzweideutig ausge- 
drückt werden soll, so bestimme man willkürlich die positiven 
Richtungen der Geraden x, y, z, auf denen die Kanten OA, 
OB, OC liegen, und demgemijss die Zeichen dieser Kanten; 
ferner bestimme man willkürlich die positive Richtung der Nor- 
male z' der Ebene xy, und demgemäss den positiven Sinn dieser 
Ebene. Dann ist auch dem Zeichen nach 



%OAB = OA . OBs'mxy , 
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und der Abstand der Spitze C von der Ebene der Fläche OAB 

OC cos zx' , 
folglich*) 

6 OABC = OA , OB . OC sinxy coszz' . 

Wenn zur positiven Richtung von x oder y die entgegen- 
gesetzte gewählt wird, so wechseln OA oder OB und sinxy 
das Zeichen. Wenn zur positiven Richtung von z die entgegen- 
gesetzte gewählt wird, so wechseln OC und cos zz' das Zeichen. 
Wenn zur positiven Richtung von z' die entgegengesetzte ge- 
wählt wird, so w^echseln sin xy und cosjsjs' das Zeichen. Bei 
jeder Wahl erhält also OA ,OB.OC sinxy cos zz' dasselbe 
Zeichen. 

In gleicher Weise findet man 

6 OBAC =r OA . OB . OC sinyx coszz' . 

Nun ist smyx =;= — sinx^ , folglich OBAC = — OABC^ 
u. s. w. 

3. Der gonioinetrische Factor, mit welchem das Product 
der an einer Ecke des Tetraeders liegenden Kanten multiplicirt 
werden muss, damit man das 6fache Volum des Tetraeders 
erhält, wird nach v. Staudt (Grelle J. 24 p. 252) der Sinus 
der Ecke genannt und durch sin xyz bezeichnet, wenn die 
Kanten auf den Geraden Xj y , z liegen. Nach (2) ist 

sin xyz =b sinyzx = . . = — sin yxz = — sin xzy = . . 
und aus sphärisch-trigonometrischen Gründen 

sin xyz s sinxy sin xy'^z si sinxy sin yz sin xy'^yz, 

wenn xy^z und xy'^yz die mit der Ebene xy von der Geraden 
z und von der Ebene yz gebildeten Winkel bedeuten. In Folge 
der Gleichung 

GQSzx — coso;^ cos2/2[ =s sinxy sin yzi^^QSxy yz 

findet man **) 



♦) Vergl. MöBius Statik §. 63 und des Verf. Elem. d. Math. Trigono- 
metrie §. 6, 44. 

**) EülerNov. Comm. Petrop. 4 p. 458. Vergl. des Verf. Elemente der 

Math. Trigonometrie §.6, 41. 

Bftltzer, Detenn. 3. Aufl. ** 
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— ys 



sin*xyz = sin^xy sin^yz — [cossx — cosxy cosyz)^ 

= 1 — cos ^xy — cos *y« — cos *ää + 8 cos xy cos j/ä cos zx 

, . xy-k-xZ'^yz . —xy'^xz'^yz . a;j/ — ää + ^ä . xy-k-xz 

4 sin— 2 ^ sin — ^— sin sin r- 

2 2 2 2 



Die Grösse sin ^xyz liegt zwischen und 1 , und erreicht die 
untere Grenze nur dann , wenn die Geraden x, y, z mit einer 
Ebene parallel sind, die obere Grenze nur dann , Avenn die Ge- 
raden normal zu einander sind. Zugleich hat man nach §. 3, 17 



sin^xyz = 



4 

cosxy 

cosxz 



cosxy 

1 

cos yz 



cosa;z 
cos yz 



analog der Gleichung 



sin*a?j/ = 



1 cosxy 

cos xy i 



4. Wenn den Anfang beliebiger coordinirter Axen be- 
deutet, wenn x, y, z; a?i , y^ , ^i ; ^) ^2) ^2 ^^^ Coordinaten 
der Puncte A, B, C bedeuten und die Geraden, auf denen OAj 
OB, OC liegen, wie diese Strecken selbst durch r, r^ , i^ be- 
zeichnet werden, so ist auch dem Zeichen nach*) 



6 ABC = rr^r, sin rfiTj = 



X 0?, 

y 2/i 

Z Zy 



X^ 
2/s 



Sin xyz 



Beweis. Nach (3j ergiebt sich 





rr 


r Tj cos rr^ r r, cos rr^ 


r^T^ri^ sin*rrir, = 


rr^ cosr«!i 


r, r, r, r, cos r, r. 




rr^ cos rr^ 


Tj r, cos r, r, r, r. 


und durch orthogonale Projection 




r cos osr = aj + 


y coso?|/ + z cosxz 


r cos y r SS a? cos xy ^ 


y + iscosys 


rcioszr = o^cosxjs -i- 


f/COS|^Ä + z 


r = 


x cos 05 r + 


y cos yr -h z cos zr 



*) Lagrange suriles pyr. U (Mdm. de Tacad. de Berlin 4773 p. 149). 
Monge I. c. Möbius 1. c. 
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rr^cosrr^ = x^rcosxr + y^rcosyr 4- s^rcoszr 
SB xr^cosxr^ + yr^ cosyrj + zr^ co««r, 

u. s. w. Demnach erhält man unter Anwendung von §.5,1 
statt der obigen Determinante das Product 





X 


X, 


«« 




r cos a?r r. 


cos xr^ 


r, cos a;r 


H 




y 


yx 


Vs 




rcosyr ri 


cos 3/ r, 


r, cosi/r^ 




z 


*i 


«2 




rcosÄf r, 


cosar, 


r j cos 3 r. 


und ebenso 














r cosxr r, cos a;r. 


r, cosa?r. 








r cost/r Tj cosyri 


Tj cos 


1/^2 








r cos a r r» cos a r» 


r^ cos z r. 






X 


0?, x^ 




4 


cosÄcy. 


COS^Ti^r 




= 


y 


yx y^ 




cosa;{/ 


4 


C0S|/J5 








% 


«1 




«2 




coso;;; 


cosyz 


1 




« 



Daher ist, wenn e entweder 1 oder —1 bedeutet. 



rr^r^ sin rfjr. 



X 



X, 



x^ 



y yx 



smxyz 



Wenn unter den Coordinaten der in Betracht gezogenen Puncte 
nur X, y^, z^ von Null verschieden sind, während die ttbrigen 
verschwinden, so fällt r mit cc, rj mit y, r2 mit z zusammen 
und von der Determinante bleibt nur das Anfangsglied übrig 
(§. 2, 7). Also ist e = 1 . 

Anmerkung. Vermöge der Sätze (1) und (4) können die 
einfachsten der in §.3, 11 aufgestellten Identitäten geometrisch 
gedeutet werden. 

5. Wenn die Puncte A, Ä , C in Bezug auf zwei Axen der 
Ebene ABC durch die Coordinaten a? , y ; a?i , yi ; a?2 > ^2 ge- 
geben sind, so ist*) 

X 

y 



^ABC ^ 



yx 



x„ 



y^ 



sin xy 



^) Diese bekannte Formel und die entsprechende des folg. Arl. kommt 
in dieser Gestalt bei Catley Cambr. malh. J. 2 p. 268, Joachimsthal Grelle 
J. 40 p. 23 u. A. vor. 
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Beweis. In Bezug auf ein durch den Antang A gelegtes 
System von Axen, welche mit gegebenen Axen einerlei Rich- 
tung haben , sind cci — .t , yi — y ; 0^2 — a?, yi — y die Coor- 
dinaten von B und Cj daher ist (1j 



^ABC s 



OJj — 05 



^vnxy 



x^ — X 

1/1-2/ 2/« - y 
Wie in §. 3, 6 erhält man statt dieser Determinante 



4 

X 



X% ~" X 





X2 " X 



y Vi-y Vt-y 



X 



X, 



4 



x. 



y Vi 



Anmerkung. So oft man in der Formel ABC zwei Buch- 
staben permutirt, so vietmal wechselt die Dreiecksfläche das 
Zeichen. In der That erleidet die Determinante der Coordinaten 
durch Permutation von zwei Colbnnen einen Zeichenwechsel 
(§.2, i). Durch Entwickelung der Determinante erhält man die 
bekannte Identität yl Ä C = OBC -h OCA -h GAB . 

Als Bedingung dafCir, dass A auf der Geraden AC liegt, 
d. h. als Gleichung der Geraden durch B und C ergiebt sich, 
yveii ABC = , 

4 4 4 



X 



X, 



3/1 



Xn 



= . 



6. Wenn die Puncto A, By C, Z) in Bezug auf drei Axen 
durch die Coordinaten a? , y, 2 ; ir, , y^ , 55, ; X2 , y^ , z^ ; cc» , ya, S3 
gegeben sind , so ist 





4 


4 


4 


4 


6ABCD s 


X 


X, 


X, 


aj. 




y 


Vi 


1/t 


y» 




z 


«1 


Ä, 


r 



sixLxyz 



Legt man durch i4 ein System von Axen , welche 
mit den gegebenen Axen einerlei Richtung haben, so sind in 
Bezug auf dieselben .Ti— .t, y^^-y, Zi^z; a^—x, y^ — yj 
j52— 2; u. s. w. die Coordinaten von B^ Cj D, daher ist (4) 



QABCD = 



i/i— y 



Ä, — » 



a?, — a; 



«, — jj 



a?. 



o; 



Vi-y 



a, — « 



sina;yjF . 



§. 15 7. 
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Durch Transformation der Determinante erhält man 



4 

X 

y 

z 





Vi 
z. 



X 

y 

z 







X 

y 

z 







0? 

1/ 

z 



\ 


\ 


1 


4 


X 


0?, 


a?2 


J5, 


y 


Vi 


2/s 


Vs 


z 


a. 


iS, 


5f. 



s 



Anmerkung. So oft man in der Formel AB CD zwei 
Buchstaben permutirt, so vielmal wechselt das Tetraeder- 
volum zugleich mit der dafür gefundenen Determinante das 
Zeichen. 

Unter der Bedingung ABCD == liegt A auf der Ebene 
BCD^ mithin ist die Gleichung der Ebene BCD 









4 


1 


1 


1 














4 




o; 

y 

z 


X, 

Vi 
»1 


07, 
«2 


07, 

Vs 


= 


e 








oder entwickelt 






















4 1 4 




1 


4 


4 




i 


1 


4 




«i 


07, 


a?. 


Vi 1/s I/s 


flC + 


«1 


«2 


«8 


1/ + 


a?i 


07, 


a's 


ar -=s 


Vi 


»2 


Vs 


*i «« «. 




^1 


ap. 


a?. 




Vi 


2/2 


«« 




*i 


«2 


*s 



wovon die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzuneh- 
men ist. 

7. Die Lage des Punctes P in Bezug auf das Tetraeder 
AB C D \si durch die Tetraederverhältnisse 

BCDP : CADP : ABDP : PABC 

bestimmt "^j. Die Puncto P, A^ B , C, D haben in Bezug auf drei 
beliebige Axen die Goordinaten x, y^ z; a?i , ^^ , js^ ; u. s. w. Da 
die Determinante 



*) Lagramge sur les pyr. 28. Grössen, welche wie diese Tetraeder sich 
verhalten, werden bei Möbiüs (baryc. Caicul) als barycentrische Goordina- 
ten des Punctes P in Bezug auf Fundamente Ipyramide ABCD angewendet, 
bei Feüerbach (Untersuchung der dreieclcigen Pyramide p. 5) als coordi- 
nirte CoefOcienten , bei Plückbr (Grelle J. 5 p. 4) als Tetraeder-Goordinaten 
(in der Ebene Dreieck-Goordinaten) . 
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i 


i . 


. 4 


X 


aj, . 


. «, 


y 


?/i • 


• 2/4 


z 


«1 • 


• «4 


u 


w. . 


. W^ 



= fXU -^ f^lUi + 



i"4«< 



verschwindet, wenn die letzte Zeile mit einer andern überein- 
stimmt, so hat man 



^ + |U| + . 


. + A*4 = 


fix -k- fl^X^ + . 


. -ir iM4jr, = 


f^y + f^xVi + • 


• + ^«^4^4 = 


flS + |U,Ä, + . 


. + fi,s, = 



Der Punct P erscheint demnach als Schwerpunct der Puncte 

d. h. der in A, B, C^ D befindlichen Massen f^u ^2j fhi hij 
und wird dadurch construirt , dass man je nach gegebenen Ver- 
hältnissen die Strecke AB in Nj die Strecke NC in O, die Strecke 
OD in P theiit. Vei^L des Verf. Elem. d. Math. , Stereometrie 
§.'11,5. Die partialen Determinanten ju, fti , . . verhalten sich ku 
einander wie die Tetraeder ABCD , BCDP, .. (6), während 
ABCD : BCDP = AAx : A^P, wenn die Gerade AP mit der 
Ebene BCD den Punct Ai gemein hat, u. s. w. 
Aus den obigen Gleichungen folgt 



fi{a + fta? + cy + djs) + . . + ^^(a + bx^ -1- cy^ -i- dz^) 







eine Gleichung , deren geometrische Bedeutung gefunden wird, 
indem man die Ebene a + bx' -h cy' -h dz' = vorstellt, 
welche von den durch P, ^ , . . parallel mit z gezogenen Geraden - 
in P', A\ . . geschnitten wird. Dann ist 

a -f- bx -h cy -h dz' BS 6 
a -h bx -^ cy -h dz = d{z—z') = d . P*P 
u. s. w., folglich 

wobei unter P', y4', . . die Durchschnitte irgend einer Schaar von 
Parallelen, die man durch P, >1 , . . gezogen hat, mit einer beliebigen 
Ebene verstanden werden können. 



§. 15, 9. 
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8. Sind i4, , ß^ , C^ die Mitten von AD, BD, CD, so wird 
das Tetraeder ABCD von den Ebenen AiBC, AB^C, ABC^ 
halbirt , und der Schwerpunct P des Tetraeders ABCD liegt auf 
den genannten Halbiruiigsebenen , so dass 

Nun hat yl, die Coordinaten ^[x^-^x^), |(yi 4-2/4), 1(5Ji-*-ä4), 
folglich ist (6) 







4 




4 4 4 










Ka?! + ajj a5j a?, a; 










4(^1 + y^) !/, !/3 !/ 










4(*, ••- »4) »« », » 






i 


1 


4 1 




4 4 4 


1 






y. y 


•«- 


4^4 0^2 a?3 

41^4 y. Vz 


X 

y 


i*i 


«» 


»3 « 




4»« «a 


«8 


z 



= 



oder — 1^4 -♦- jMi = . Ebenso ist — pii-^fi^ = ^ ? ""i"4 "•" /"s 
daher fij = /ij = ^3 = ^4 = — f /u und 



= 0, 



j; s 



iCi 



«, 



dP, 



X, 



y 



i/i ^^ y» -H/» ♦ y« ^ _ g^ «f g^ 4- g, -h g^ 
4 * "" 4 



d. h. der Sdiwerpunct des Tetraeders ist die Spitze von 4 glei- 
chen Tetraedern, deren Basen die Flächen des Tetraeders sind, 
und der Schwerpunct von 4 gleichen Massen, welche in den 
Ecken des Tetraeders ihre Schwerpuncte haben*). 

9. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in 
Bezug auf ein System von zwei Axen gegeben sind, so findet 
man die Fläche des Dreiecks auf folgende Weise**). Die Coeffi- 
cienten der Gleichungen seien a : 6 : c , Oj : 61 : q , 02 : 62 : C2 , 
d. h. für jeden Punct der ersten Seite, dessen Gooi*dinaten 
x'y y' sind, hat man a -♦- 6a?' -♦- cy' s» u. s. w. Die Goordi- 
naten der Eckpuncte x, y, x^, y^] x^^ yi nebst 3 Hülfsgrössen 
p , Pi , P2 sind durdi die linearen Systeme 



*) Lagrange sur les pyr. 34 — 85. 
**) Joachimsthal Grelle J. 40 p. 23. Zu demselben Resultat und dem 
entsprecbenden des folg. Art. war auf einem andern Wege Minding Grelle 
J. 5 p. 397 gelangt. 
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a, + 6, a; + Cj 1/ = 



üi + &i a?, + c, 2/, = p, 






a« 



6« 07, 



►2a72-«-c,y, = p, 



bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct [x, y) auf der 
zweiten und dritten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt, 
u. s. w. Nach §. 5, 6 ist 



4 



X 

X, 

X, 



3 



y 

Vi 
Vi 



a 






P 





0p 



Wenn die Determinante der Coefficienten durch R und der Coef- 
ßcient des Elements a , (34 , a^in H durch a , oli, 02 bezeichnet 
wird, so findet man aus den 3 Systemen durch Multiplication mit 

OL j Olj , (X2 

A = pa , 

Daher ist (§. 2 , 7) 



Ä = p,a, , Ä = p,C4 



p 
P, 
pj 



= PPiPt = 



Ä» 



(X(X| (Xf 



1 






1/ 

^3 



Ä» 



QlOt| (Xj 



mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksfläche = ^ . 

Nachdem man auf bekannte Weise die Höhen des Dreiecks, 
d. h. die Abstände der Puncto (x , y) , (04 , yi) , [x^ , y^) von der 
ersten, zweiten, dritten Geraden berechnet hat, findet man die 
Seiten des Dreiecks, wenn man die gefundene doppelte Dreiecks- 
fläche durch die Höhen dividirt. 

Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet, 
ohne dass die Elemente einer Zeile zu einander der Reihe nach 
sich verhalten, wie die Elemente einer andern Zeile, so gehen die 
3 Geraden durch einen endlich fernen Punct. 

10. Wenn die Gleichungen der Flächen eines Tetraeders 
in Bezug auf ein System von 3 Axen gegeben sind , so wird das 
Volum des Tetraeders auf dieselbe Weise gefunden, wie die 
Dreiecksfläche aus den Seiten. Die Coefficienten der Gleichungen 
seien a : b : c : d^ a-j : b^ : Cj : d^ , 02 : 62 : C2 : dj , o-j • ^3 • C3 : ctj , 
d. h. für jeden Punct (x\ y\ z') der ersten Fläche hat man 



§.16, 1. 



^01 



(i -h bx' -h cy' -h dz' SS Q u. s. w. Die Coordinaten der Eck- 
puncte X, y, z; er, , y^, z^ ; X2, y^ , z^] ^^ Vz, H »©bst den 
Hülfsgrössen p , ^»i , P2 » Pa sind durch 4 Systeme von je 4 Glei- 
chungen 

a^ •«- 6, o; •«- Cj y •«- d| 2 = 



a. 



6,07 + c,j/ -h d^g 



u. s. w. bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (a?, y , z) 
auf der zweiten, dritten^ vierten, aber nicht auf der ersten 
Ebene liegt, u. s. w. Dann ist 



4 



X 



y 

Vi 



z 
z. 



^ »f Vf 



X. 



y» 



b 

6. 



c 



d 



a„ 



P 
















Pi 

p, 

p, 



a, 6, c, d. 

Wenn die Determinante der Coefticienten durch R und der 
Goefficient, welchen a in R hat, durch a bezeichnet wird, so 
folgt aus den 4 linearen Systemen 



Ä = pa = pjtti = PjO, = p,aj 



folglich 



PPiPtPs = 



Ä* 



a ttj o, a. 



4 


o; 


!/ 


z 


i 


rr, 


!/i 


z 


i 


a;. 


1/» 


z. 


4 


a?3 


Vs 


z 



Ä' 



aa, 0,0, 



und das gesuchte 6fache Tetraedervolum (6) = — L£l^ . 

° ^ ' aa, a,a. 

Hieraus lassen sich mit Hülfe der Höhen des Tetraeders seine 
Flächen berechnen. 

Wenn die Determinante der Coefticienten verschwindet, 
ohne dass zwei Zeilen proportionale Elemente enthalten, so gehen 
die 4 Ebenen durch einen endlich fernen Punct. 



§. 16. Producte von Strecken , Dreiecken , Tetra,edern. 

1. Durch i4, ^1 , /I2, . . und jB, jBi , ^2 , • • werden 2 
Systeme von Puncten , und durch c^j^ das Product von S Strecken 
AA^j BB^ der Geraden 7*, q mit dem CiOsinus des Winkels dieser 
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Geraden bezeichnet. Um das Produci cn^ zu berechnen, bestimme 
man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden r, q und 
demgemäss die Werthe und Zeichen der Strecken und der Cosi- 
nus. Wenn als positive Richtung einer Geraden die entgegen- 
gesetzte angenommen wird , so wechseln eine Strecke und der 
Cosinus das Zeichen. Also erhält bei jeder Wahl das Product c^j^ 
dasselbe Zeichen. 

Sind die Puncte A^ A^, jB , B^^ durch ihre orthogonalen Coor- 
dinaten 

a ß y 

^i Vi ^i h nk ^k 

in Rezug auf die Äxen x, y , z gegeben, bei denen sin a?^2 = 1 , 
so findet man durch orthogonale Projection von AA^ und von 
Xij y^j Zi auf die Gerade q 

A Ai cos r p =s a;^ cos a? p + j/^ cos y ^ + ä,- cos z q 

folglich 

AAi . BBjfc cos tq = iP,.(|jfc - a) + yi {tjj^ ^ ß) ^ Zi ff^ - y) 
cos TQ SS COS X r cos xq -h cos y r cosyQ -¥ cos zr cos z q 

2. Weil das Element c^j^ = ÄA^ . BBf^cosrg nicht mehr 
als 3 Glieder hat, so ist nach §. 5, 4 



(I) 



'II 



'« 



'14 



'44 



= 



für 2 Systeme von je 5 Puncten , und wenn die Strecken Ein- 
heiten sind und unter dieser Voraussetzung qj^. durch cos ^^ be- 
zeichnet wird, 



m 



C08 



II 



COS 



14 



COS 



41 



COS 



44 



= 



für 2 Systeme von je 4 Geraden. 

Nach dem Zusammenfallen des zweiten Systems mit dem 
ersten ist c^j^ = Cj^,-, und man ßndet aus der ersten Gleichung den 
Zusammenhang unter den Stredten , welche 5 Puncte verbinden 
(vergl. unten i3), während die andre Gleichung der analytischen 
Geometrie folgende Ausdrücke liefert: 



\ 



§. 16, 2. 
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(lU) 



(IV) 



1 


cosxr 


cos yr 


cos zr 


cosxr 


i 


cosxy 


cos X z 


cos yr 


cosxy 


4 


cos yz 


cosjsr 


cosxz 


cos yz 


i 


cosr^ 


COSXQ 


cosyg 


cos ZQ 


cosajr 


i 


cosxy 


COSXZ 


cos y r 


cosxy 


i 


cos yz 


cossr 


cosxz 


oosyz 


i 



= 



=s 



Die Gleichung (III) enthält den Zusammenhang unter den von 4 Ge- 
raden (Ebenen) gebildeten Winkeln , unter den Seiten und Dia- 
gonalen eines sphärisdbien Vierecks, unter den Flächenwinkeln 
eines Tetraeders (Garnot Geom. de pos. 350). Wenn insbeson- 
dere oj, y, J5, r die Richtungen der Kanten OA^ OB, OC und 
des Diameters OD der dem Tetraeder OABC umgeschriebenen 
Kugel bedeuten , wenn OA = a, OB ^ b , OC = c , OD = d , 
so hat man 



cosa 


?r 


cos yr 
b 


= 


cosisr 


a 


c 


d" 


a 


b 




c 


a 


i 


cosa? 


y 


cosxz 


b 


cosxy 


i 




cos yz 


c 


cosxz 


cosy 


z 


i 



- d 



= 



zur Berechnung des Diameter der einem Tetraeder umgeschrie- 
benen Kugel aus den Elementen einer Ecke (Lagrange sur les 
pyr. 21. Legbnbrg 6l6m. de g^om. Note V). 

Die Gleichung (IV) dient zur Bestimmung des Winkels von 
zwei Geraden durch die Winkel , welche dieselben mit den coor- 
dinirten Axen bilden. Magnus anal. Geom. des Raumes §. 9 (7). 
Vergl. einen Aufsatz des Verf. in Grelle J. 46 p. 1 4b. 

Wenn alle Puncto auf der Ebene xy liegen, und alle Ge- 
raden mit dieser Ebene parallel sind , so hat man 



£ X Cji C^2 ^38 ~" ^ 

1 cos X r cos y r 

cosxr 1 cosxy = 

cosyr cosa;^ i 



2 ± C0S„ COSjj C08,3 = 



cosrQ COSXQ cosyQ 

■ 

cosojr i cosxy 

COS y r COS ? y i 



= 
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3. Ferner hat man nach §. 5, I 



'II 



'«I 



'Sl 



'12 



'2j 



'88 



'18 



'2» 



'SS 



^1 


a?. 


0?, 


^1-« 


^.-« 


^s-« 


Vx 


y^ 


Vs 


Vi-ß 


Vt-ß 


'^s-/» 


21 


«« 


^s 


C^-r 


^^-r 


Cs-y 



also mit Rücksicht auf §.4 5, 4 und 6 

für 2 Systeme von je 4 Puncten , und 

^ ± coSj, coSjj coSgj = sin ri r^r, sin (>j q^q^ 

für zwei Systeme von je 3 Geraden *) . 

Nach dem Zusammenfallen der beiden Tetraeder ist c^/^ s= cj^ 
und man erhält für 'ii6 A A^ A2 A^!^ die von Lagrange sur les 
pyr. 15 gegebene und von Legendre ^I6m. de g^om. Note V 
reproducirte Formel. 

Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen und alte Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind, so bleibt 



'11 



'12 



Cji Cj, 



SS KaAiA^'» B B^ Bj 

für 2 Dreiecke einer Ebene und 



cos 



11 



cos 



1« 



cos,! cos,. 



=s sm Tj r, sin ^, q^ 



für 2 Paare von Geraden , die mit einer Ebene parallel sind. Zu- 
folge dieser Gleichung ist bei 3 beliebigen Winkeln k, /li, v einer 
Ebene 

cos (A — fi) cos V — cos {X — v) cos /a, = sin A sin {fi — v) . 
4. Weiter hat man nach §. 5, 1 



^U ^12 



^21 ^22 



wobei 



(a?y)(|i?) = 



a?, 



07«, 



Vi Vi 



^1 - ^ n^-ß 



*) ^iese beiden Sätze hat v. Staudt 4842 gegeben Grelle J. 24 p. 252. 
Der zweite Satz, der in dem besondern Fall sinr, r^rj = ^ früher bei 
Gauss vorkommt, Disq. gener. circa superficies 2, VI, ist vonCAucHY repro- 
ducirt worden Exerc. d'Anal. 4 p. 41. 
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gesetzt isl und das 4fache Product der Projectionen von A A^ A<i 
und BBy B2 auf die £bene xy bedeutet. U. s. w. Bezeichnet 
man durch n und v die positiven Normalen der Ebenen AAi A2 
und BB^B^y so ist 

{xy) {f 1;) Ä kAA^Ä^.BB^B^ cos zn cos ä v 

u. s. v^r. Zugleich ist (1) 

cos a;n cos xv -^ cos y n cos^ y + cos z n cos zv rs cos n i^ 

foglich*) 

2 ± C|, c„ SS KA A^ A^ . BB^ B^ cos nv 

d. h. gleich dem ifachen Product dieser Dreiecke mit dem Cosinus 
des Winkels ihrer Ebenen und gleich der ifaehen Summe von 
3 Producten , deren jedes aus den Projectionen der beiden Drei- 
ecke auf eine von :i coordinirlen und zu einander normalen 
Ebenen gebildet wird. 

Ebenso hat man 2 ± cosjt COS22 



cosajr, cosacr^ 
cosyrj cosyr. 



cos 0?^, C0SX(»2 

cosy(»| COS yq^ 



COS icrj cosajr.^ 



cosäTi cosjjr.^ 



I cosa;(>| cosa;^, 
cos z (>| cos z Q^ 



cosyg^ cosyQ^ 

cos 2^1 COSZQi 



cosyrj cosyr, 
cos;rri cos zr^ 

oder weil (§. 15, 1) 2AAi A2 = AA^ . AA2 sinrj r^ 

Z ± coSj, cos,, Ä sia r^ r, sin q^ (>, cos r, r,''(», p, 

für 2 Paare von Geraden oder filr 2 Paare von Ebenen , deren 
Normalen jene Geraden sind**). 

5. Das ifache Product der Dreiecke AA1A2, BBxB2 mit 
dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen ist ebensowenig zwei- 
deutig als die dafür gegebene Determinante. Nach beliebiger 
Annahme der positiven Richtungen ihrer Normalen und nach 
übereinstimmender Annahme des positiven Sinnes jeder Ebene 
d. h. des Sinnes der Drehung, durch welche positive Winkel 
und Flächen beschrieben werden , sind die Zeichen der Dreiecke 
und der Winkel bestimmt , welchen die eine Ebene beschreiben 
muss , bis dass ihre positive Normale mit der positiven Normale 



*) V. Staubt a. a. 0. 
*♦) Gauss und v. Staudt a. a. 0. 
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der andern Ebene zusammenfällt. Wenn als die positive Rich- 
tung einer Normale die entgegengesetzte angenommen wird , so 
wechseln zwei Factoren des obigen Products das Zeichen , näm- 
lich ein Dreieck und der Cosinus des Flächenwinkels , weil der 
Winkel um 180<* sich ändert; also bleibt das Product unver- 
ändert. 

Das 4fache Product der Dreiecke AA^A^, BB^B^ mit dem 
Cosinus des Flächenwinkels ist ^AA^A^- NN^ N2 , wenn man 
durch NNiN2 die Projection von BB^B^, auf die Ebene AA^A^ 
bezeichnet. Die aus den Paaren AA^^ AA^ und NN^^ NN2 ge- 
bildete Determinante 2 ±c^i C22 ist von der aus den Paaren 
AAiy AA2 und BBi, BB^ gebildeten nicht verschieden, weil 
N'Ny und BB^ durch dieselben Ebenen auf -4i4i projicirt werden, 
u. s. w. (v. Staüdt). 

Die Determinanten 



cos af cos ag cos ah 
cos bf cos bg cosbh 
cos cf cos cg cos ch 



= sin ab c sin fgh 



cos af cos ag 
cos bf cos bg 



= sittab sin fg cos ab'^fg 



haben zufolge der angegebenen Werthe die bemerk^iswerthe 
Eigenschaft, dass sie unverändert bleiben, jene, während die 
gegenseitige Lage der Raumwinkel a6c, fgh beliebig verändert 
wird, diese, während bei unveränderter Grösse des Flächen- 
winkels ab'^fg die gegenseitige Lage der Winkel ab, fg beliebig 
verändert wird (Cauchy) . 

6. Wenn man den Coefficienten des Elementes c^j^ in der 
Determinante 2 :iz CiiC22Cd^ durch y^j^ bezeichnet, so hat man 
nach §. 6, 4 

Die Elemente yu , . . sind Flächenproducte von der in (4) betrach- 
teten Art , nämlich 

yii =* -2* ± c„c^^ =» kAA^A^ . BBjB^ cos„ 
^'la = -2" ± C2JC3, sx hAA^A^ . BB^Bi cos,, 

u. s. w. , WO cosii , cos^2, • • die Cosinus der von den Ebenen 
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der Flächen ^4.42^4:^ und BB^B^, A A2A^ uud BB^B^^ . . gebil- 
deten Flächenwinkel bedeuten. 

Wenn das zweite Tetraeder mit dem ersten zusammenföUt, 
und wenn die Flächen 2AA^A;^ , 2AA^Ai,2AA^A2 die Werthe 
f\ 1 fii h baben , so findet man 

^ cos 



12 



COS 



18 



cos 
cos 



IS 



cos 



2S 



18 



cos. 



«8 



{^AA.A^A,? = AAAsin,,,*) 

wobei sin 123 den Sinus der Ecke (§.15, 3) bedeutet, .deren 
Kanten die positiven Normalen der Ebenen A A^ ^3 , ÄA^Ax^ 
AA^A^ sind , und welche der von den Geraden AA^^ ^A^^ AA^ 
gebildeten Ecke des Tetraeders so zugeordnet ist, dass die Kugel- 
schnitte der beiden Ecken Polarfiguren sind. 

7. Für 3 Richtungen einer Ebene a, 6, c hat man 

sin'^aö sin ^^ac 

sin'^ad sin'^6c 

sin '^ac sln'|6c 

und für 4 Richtungen des Raumes (oder Ebenen] a, 6, c, d**) 

(sin abd '¥ sin hcd '¥ sin cad ~ sin a 6c)* 
sin*^a6 sin'^ac sin '^^ad 

sin^'^ad sin^^^ sin*|5d 

sin'^ac sin'^6c sin '^cd 

sin ""^ad sin'^frd sin *^cd 



(sin a6 •«- sin6c •«- sinca)* a 8 



= - 46 



Beweis. Indem man zwei Äxen .t , ^ zu Hülfe nimmt , bei 
welchen sin .t?/ = 1 ist, erhält man (3) 

cos 0:6 cost/6 
cos a;c cosyc 

u. s. w., folglich 



sinöc s: 



*) Diese Gleichung ist von Lagrange's Gleichung (sur les pyr. 47} 
nicht wesentlich verschieden. Vergl. Bretschneider Geometrie 677 und des 
Verf. Elemente der Math., Trigonometrie §. 6, 46. 

**) Der plan-trigonometrische Satz ist in den Lehrbüchern anzu- 
treffen. Der entsprechende polyedrometrische Satz ist von Joachiiisthal 
Grelle J. 40 p. 42 ohne genauere Angabe der Zeichen aufgestellt und be- 
wiesen worden. 



208 



§. 15, 7. 











1 cosa;a 


cos^a 


n ab 


-•- sin bc -1- sin ca = 


4 cosa;6 


cosy6 






4 cos o; c 


cosyc 




(sin a6 -h sin 6c -h sin ca)^ 




4 

• 


cos a;a cosya 




4 — cos xa 


— cosya 


i 


cos X b cos y b 




i —cosxb 


— cos y b 


1 


cosxc cosj/c 




4 


— cosa;c 


— cos y c 



Bezeichnet man dieses Product durch 2 ± h^^th*}. ^33 , so ist 

(§•3,6) 

/i„ = 4 — cos^aja — cos*|/a = 

Äi, Ä 4 — cosÄJa cosa;6 — cosya cosyfc 

= 4 — cosaö = 2sln*^a6 

u. s. vv. Nach Division von 2 ± ^n ^22^33 durch 2^ erhält man 
die erste angegebene Gleichung. 

Indem man ferner drei Axen x, y, z gebraucht, bei wel- 
chen s'inxyz = 1 ist, erhält man (3) 



sin a6c = 

U. s. w., folglich 

sin a&d 



cos a;a cosya cosjsa 
cosa;6 cosyb cos 2 6 
cos X c cos y c cos z c 



sin öcd •«- sin cad — sin a&c 

4 coso^a cosya cos za 

4 cosa;& cosy6 cos 2 6 

4 cos X c cos y c cos z c 

4 cos a;d cos^d coszd 



und durch ein dem vorigen analoges Verfahren 

— (sin abd + sin 6cd + sin cad — sin aöc)^ = -2* ± /»„ . . Ä 



wonn 

Ä,i =r 4 — COS *a;a — cos*ya — cos^aa = 
^vz — 4 — cos a?a cos a;6 — cos ya cosyb — cos;7acos2 6 

= 4 — cosa& = 2sin'^a& 

u. s. w. Die Determinante ist durch 2* theilbar. 

8. Wenn man durch a, 6, c die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA, OB, OC eines Kreises liegen, durch r 
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die Länge eines Radius und durch f, g, h die Quadrate der Sei- 
ten jBC, CA, AB des eingeschriebenen Dreiecks ABC-, wenn 
man beide Seiten der ersten in (7) aufgestellten goniometri- 
schen Gleichungen mit Sr^ multiplicirt und bemerkt, dass 



r' sinaö = %OAB , 



kr^ sin^^ad = h , 



u, s. w., so erhält man die altbekannte Gleichung 

h g 

[kr . ABQ^ = i 




h 

9 




f 



f 




= fgh. 



Wenn man durch o, 6, c, d die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA^ OB, OC, OD einer Kugel liegen, durch 
r die Länge eines Radius, durch f, g, h die Quadrate der Kanten 
ßC, CA, AB, durch f, g\ ä' die Quadrate der gegenüberlie- 
genden Kanten AD, BD, CD des jener Kugel eingeschriebe- 
nen Tetraeders ABCD; wenn man beide Seiten der zweiten in 
(7) aufgestellten Gleichung mit lör» multiplicirt und erwägt, 
dass 



r»sin-a6d = 6 0ABD, 
u. s. w., so erhält man 

(24 r. ABCDf = - 



4 r'^ sin ^^ ab = h , 




h 

9 

r 



h 


f 
9' 



9 
f 


Ä' 



r 

9' 




zur Rerechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen 
Kugel aus den Kanten und dem Volum *) . 

9. Der Abstand der Geraden i'^ , welche den Punct N ent- 
hält , von der Geraden r,- , welche den Punct M enthält , wird 
durch den Abstand d des Punctes N von der Ebene MM^Nj^ an- 
gegeben, wenn i/J/,-, MNf^ mit r,-, Vj^ parallel sind. Das 6fache 
Tetraeder M M^ N^ N wird nun sowohl durch d. MAf^.MNj^sin ? ,• r^ 
als auch durch MN , MM^ , M Mj^ sin rr^r]^ ausgedrückt, wobei r 
die Gerade bedeutet, auf der MN liegt. Daher hat man (3) 



*) In diese Form ist die von Jtjngiüs (Biographie von Guhrauer 4 850 
p. 397) und neuerlich von Carnot (Mäm. sur la relation . . 42) gefundene 
Relation durch Joachimsthal l. c. (27) gebracht worden. Eine geometrische 
Ableitung derselben hat v. Staudt Grelle J. 57 p. 88 gegeben. 

Baltzer, Determ. 3. Anfl. 44 
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d sin r^r^t sina?!/» = 



d sin r^rjt ae JifiV sin rr^r^ 

MN cos a;r cos a?r,- cos au r^^ 

if iV cos y r cos y r,- cos y r^ 

JlfNcos;sr cos^r,- cos^r^t 



Unter der Voraussetzung sin xyz = 1 bezeichne man 
d sin r^rj^ durch Ä,jt, und cosccr,-, cosyr,, cosz7',- durch a,-, 
bi , c,- . Dann ist 



^ik = 



ar^ - Xi 


«t 


«Ä 




«• 


«* 


Xk 




ö* 


«i 


Xi 


Vk - »» 


6/ 


^* 


^ 


^• 


^it 


Vk 


+ 


f>k 


^ 


Vi 


«* - «,• 


c,- 


ö* 




Ct 


<-> 


«A- 




Ck 


Ci 


^i 



I 

mithin h^i^ = Ä)t, , h^^ — , ö,- a,- + h^ ß^ + r, y, = . Hieraus 
folgt nach §. 3 , 6 *) 



Ä„ a, ^, c, a, /^, yi 



Äi7 Ö7 ^ <^7 «7 ^7 ^7 



= 



und nach §. 5, 1 



-2" ± Äj, . . A„ = 



2: ± h^^ . . Ä,, = 



«1 


6, 


Cl 


«I 


/»■ 


yi 




«i • 


Ol . . 


«. 


6. 


c« 


«. 


-». 


n 




«6 • 


A« 



Ol . . Oj 



• • 



10. Wenn man 4 G^ade des Raumes durch a, by c, d, 
und Ebenen, die mit den Paaren ad, bd, cd, bc, ca, ab 
parallel sind, der Reihe nach durch a, /?, y, oj , |(?i , y^ bezeich- 
net , so folgt aus den Gleichungen (4) 

sin a 6 sin cd cos yyi = cos ac cos öd — cos&ccosad 
sin bc sin ad cos aai = cos 6a cos cd — cos ca cos bd 
sin ca sin 6 d cos /9/9| ss cösc6 cos dd — cos a& cos cd 



*) Brioschi Grelle J. 50 p. 286. 
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durch Addition 

(I) sin ab sin cd cos yy^ -•- sin 6c sin ad cos aaj 

+ sine a sin 6d cos /9/3i = o 

weil cos 6a = cos o 6 u. s. w. Man bestimmt willkürlich für 
jede Ebene die positive Normale und den positiven Sinn u. s. w. 
Dieselbe Gleichung gilt für 4 Ebenen a, 6, c, d, indem man die 
Geraden ad, . . durch a, . . bezeichnet*). In diesem Falle be- 
stimmt man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden, 
und demgemäss durch Drehungen von einerlei Sinn die Flächen- 
winkel, deren Kanten die Geraden sind. 

Die entsprechende Gleichung für 4 Puncte A, B, C, D 
ist**) 

(U) AB , CDcosyy^ -h BC . ADco»atl^ 4* CA. BD cos ßß^ « 6 

wenn durch ol, ß^ y, di, ßi, y\ die Geraden bezeichnet werden, 
auf denen AD^ BD, CD, BC, CA, AB liegen. Man hat näm- 
lich durch Projection 

^Bcosyyi ss AD cos ay -^ DB cos ßy 
BC cos aa^ « BD cos/Ja + DCcosya 
CA 008 ßß^ a: CD COS yß + DA cos aß . 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, BD 
multipiicirt und summirt , erhält man die angegebene Relation, 
weil AD =s ^ DA , u. s. w. 

Um den Zusammenhang der Gleichungen (I) und (II) zu 
erkennen , bezeichne man die Ebenen , auf welchen die Flächen 
des Tetraeders ABC, ACD, CBD, BAD liegen, der Reihe 
nach durch d, 6, a, c, und die Geraden, auf denen die Kanten 
Aß, BC, . . liegen, durch cd, ad, . . . Dann ist auch dem Zei- 
chen nach (§. 1 5, 3] 

eABCD . CA = AB , AC.CA. AD s\n cd%d sin bd%c sm db 

=r KABC, ACDsinbd 

und durch Vertauschung 

6BADC. BD = KBAD . BDCsmca 



*) JoACHiMSTHAL Grelle J. 40 p. 45. 
**) Carnot m6m. sur la relation qui existe etc. 27. 



iii §.46, 10. 

Nun ist BADC — ABCü, BDC =^ CHDl, also erhält man 
durch Multiplication , wenn man das Product der Flüchen des 
Tetraeders durch p bezeichnet, 

9 A BClD^ . CA . BD ^ kpsinca sin bd , 

und daher*) 

9ABCD^ sin ca sin bd sin a& sin cd sin 6c sin ad 



(III) 



4 p CA . BD AB . CD BC . AD 



Es kann also von den Gleichungen (I) und (11) eine aus der 
andern abgeleitet werden. ' 

11. Das Product von zwei Strecken mit dem Cosinus des 
Winkels ihrer Geraden kann durch die Quadrate der Strecken 
ausgedrückt werden, welche die Endpuncte der einen Strecke 
mit den Endpuncten der andern Strecke verbinden. Dabei 
ergeben sich bemerk'enswerthe Formeln für die Producte von Po- 
lygonen und Polyedern. 

Nach den festgesetzten Bezeichnungen (10) ist 

2i4fi . CD cos yy, = ^ AD . CD cos ay — i BD . CD cos ßy 

Durch Projection des Dreiecks CDA erhält man das System 

CD cos ß^y -^ DA cos aßi -^ AC =0 

CD cos ay -^ DA -k- AC cosaß^ ^ Q 

CD >¥ DA cos ay -h AC cos ßiy = Q 

aus demselben durch Multiplication mit AC, AD, — CD 

^AD . CD cosay = AD^ + CD*- AC 
iBD . CD cosßy = BD^ + CD^ - BC* 

und daher**) 

2 i4Ä . CD cos yy, = A D"" -^ BC^ -^ A C - BD^ 






1 


\ 


4 


AC 


AD^ 


1 


BC 


BD^ 



In derThat ist (1) 



*) Bretschneider Geometrie §. 677. 
**) Carnot a. a. 0. 
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2jj(i - a) + 2y(jj - /J) + ^ziC-y) 

= r + 1?' + r + (aj - a)' + (y - /»)* + (« - y)' 
- a' - /f^ - / - (a? - D» - (y -,,)«- ^ - 0« 

12. Unter der VoraussetzuDg . 

d,t = a {Xi - f^)' + b [Vi - 1?^)* + c (*i - Ca)' 

wobei r,= flfjr,-2+ byi^-^cz^^, q^ = a^^^ + ^^^^2 
findet man nach §. 5, 1 



cffcS 



'2'±d«o<*n • «'i« = 



n ^ a?, t/» «c 



^ (»0 -2a|, -26i?» -2cC, 



r, 4 a;, j/, ä, 
= %ahc[r \ X y %)[q \ ( rj C) 

wenn durch (r I x* y z) die Determinante 



4 p, -2-2af^ -«^ly* -2CC4 



4 X, y, «^ 



bezeichnet wird, u. s. w. , ferner 

Z ± d„d„ . . d„ = (r 4 o: j/) (4 q - 2o^ - 26i;) 

+ (r 1 a; 2) (4 q — 2of — 2cC) 

+ (r4j/a)(4 (> —%bfj - 2cC) 

+ i'r a; «/ 3) (i — 2a^ —261? — 2cf) 

+ (f X 1/ J5) {(> — 2a^ -26iy - 2c0 

= - 4aö(r 4 a; !/)((> 4 1 1?) — 4oc(r 4 a;is)((> 4 ^fi 

^ hbc{r ^ y z){Q ^ 71 C) 

^ — 8aöc(r a?2/ j)(4 |iy C) — 8a6c(4 ajy a)(() I »? ö 

Diese Formeln vereinfachen sich nach Division durch r^ Qq , 
wenn Tq und Qq unendlich werden. Dann hat man 



^•* _ 



= ^ , 



*>0 __ 



= 4 , 



4 




«« 


*k 


1!/o 




«• 




SS 




sc 




^s 




**o 




r. 




»•o 




^ 


4 




^« 




»?0 




Co 




SS 




SS 




•^s 




(»0 




(»0 




9o 




(?• 



— *" _ «0 _ ^2. — A 



2ii 
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1 
4 d„ 



4 



4 d», . . rf 



ftS 



= 



4 . . 4 
4 dl, d,4 



4 d,. . 



• • 



wobei 



'44 



= Sabc 



< a;, y^ Ä, 

• • • • 

< X, y. a. 


• • • • 

< f. V, f. 



4 .4 
4 d„ . dl. 



4 d,, . d 



t* 



- 4a6(4 ajy)(4|iy) - 4ac(4 a; «) (4 |C) 
- 46c (4 j/»)(4 1,0 



(4 ic y) = 



o;. 



a?. 



Vi 

y2 



^ a?, j/. 



u. s. w. 



Wenn |j^, i^^^, C^ mit o;;^, yj^j zj^ zusammenfallen, so ist 



13. Wenn a, 6, c Einheiten sind, so bedeutet d^^ das Qua- 
drat der Strecke, welche den Punct A^ des einen Systems mit 
dem Punct B/^ des andern Systems verbindet. Nach (12) hat man 
für 2mal 5 Puncte des Raumes 



(l) 



4 
4 d„ 



4 

d 



1» 



4 d»! . . d„ 



s 



femer mit RüdLsicht auf §. I b, 6 



(11) 



4 



4 

d|4 



4 d„ . . d^^ 



^ 288 ii| ii] ii, ii^ . B^B^B^B^ 



und unter Anwendung von (4) 



§. 16, 13. 



215 



(111) 




4 



4 



4 



<*»i • ^i» 



= — iBAiA^A^.BiB^ Bj cos y 



wobei q> den Winkel der Dreiecks-Ebenen bedeutet. 

Die Gleichung (I) ist unter der Voraussetzung, dass das 
zweite System mit dem ersten zusammenfällt [d^j^ = rf^,- , d,-,- = 0), 
als Gleichung zwischen den Strecken , welche 5 Puncte des Rau- 
mes unter einander verbinden, von Caylby Gambr. math. J. 2 
p. 268 in der obigen Gestalt ausserhalb des hier gezeigten Zu- 
sammenhangs aufgestellt worden. Diese Gleichung kommt in 
anderer Gestalt bei Lagrange sur les pyr. 1 9 vor, und ist wieder- 
holt jedoch ohne übersichtliche Resultate von Garnot G^om. de 
pos. 359, M^m. sur la relation qui existe etc. 58 bearbeitet wor- 
den. Vermöge dieser Gleichung ist z. ß. d^^ durch die übrigen 
Strecken bestimmt , und zwar zweideutig , in Uebereinstimmung 
mit der Construction, durch welche jene Strecke aus den übrigen 
gefunden wird. 

Die Gleichungen (II) und (III) , welche v. Staudt a. a. 0. 
gegeben hat , sind in obige Gestalt durch Sylvester Philos. Mag. 
1852, II p. 335 gebracht worden. Dieselben enthalten den von 
JuNGius (Biographie von Guhrauer p. 297) und Euj^eh Nov. Gomm. 
Petrop. 4 p. 1 58 gegebenen Ausdruck des Tetraedervolums durch 
die Kanten, sowie den altbekannten Ausdruck der Dreiecksfläche 
durch die Seiten 



-46^j^i, = 



IS 



4 
d 



IS 



"it 




a 
b 
c 



a 

c 
b. 



b 
c 

a 



c 
b 
a 




4 4 

4 d 

4 d„ 

4 d„ d„ 

Der letzte Ausdruck entsteht durch Einführung der Werthe 
^23 = a2, flfi3 = Ä2, dj2 = ^2, indem man jede Zeile mit abc 
muliplicirt und dann Zeilen und Colonnen dividirt, die zweiten 
durch 6c, die dritten durch aCj die vierten durch ab. Die 
Gleichung 



4 4 4 4 
4 dj, <*„ d„ 



« <*i4 <*« du 



= 
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enthält die Bedingung, unter der die Puncte Ax , A2 , ^^3 , A^ auf 
einer Ebene liegen , und stimmt überein mit " der Gleichung 
zwischen den Strecken , welche diese Puncte unter einander ver- 
binden (Jdngids und Eüler Acta -Petrop. 6, I p. 3). Unter der 
Bedingung 




4 



4 





4 4 

d,2 d,ä 



4 d,. d 



28 



= 



liegen die Puncte A^ y A^y ^3 auf einer Geraden. Bei jeder Lage 
der 3 Puncte auf einer Geraden verschwindet ein Divisor dieser 
Determinante (§.3, 17). 

14. Die aus den Elementen d^f^ gebildeten Determinanten 
können aus den Determinanten abgeleitet werden, deren Ele- 
mente Producte von zwei Strecken mit dem Cosinus des Winkels 
ihrer Geraden sind. Man hat (4) 



^GA^A^Ay . By B^ Bg cos </> = 



2 c„ % c, 



'»« 



S8 



Z (/■« 2 C: 



'%% 



33 I 



wenn man durch c,-^ das Product der Strecken ^1^,, B^ B^ mit 
dem Cosinus des Winkels ihrer Geraden bezeichnet. Nun ist (M) 



2 c^A = d^i — d„ + di^ — d 



ik 



folglich 



2 C32 2 Cjg 
2 ^82 2 ^33 



4 

4 dj, - d^, + d|2 - d„ dji - d^, + d,, — d^g 

^ ^3\ — «'u + <*I2 - ^82 <*3I - <^1I + <*I3 — ^33 



4 
















4 


4 


4 


<i.i 


4 


d„ — d,2 


''ii — ^\^ 




4 


rfn 


d|2 


rfl3 


dai 


4 


dji — dj2 


d,i - d„ 




4 


^21 


d„ 


^23 


^31 


4 


d„ — d„ 


<*3I - <*88 




4 


^8. 


rf.2 


^33 



Ebenso werden die Determinanten 3ten und 4ten Grades der 
Elemente c in Determinanten öten und 6ten Grades der Elemente 
d verwandelt. 

Aus den bewiesenen Sätzen folgt : das Product von zwei 
planen Polygonen mit dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen, 
sowie das Product von zwei Polyedern ist eine ganze Function 
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der Quadrate der Strecken, welche die Eckpuncte der einen Figur 
mit denen der andern verbinden (v. Staudt a. a. 0.). 

Die planen Polygonen Ai /I2 ^3 ^4 • • » ^1 ^2 ^3 ^4 7 - ., haben 
die Flächen 

A| iSf ilg *T' il| a^ A^ *T' • • 

J5j J5j B3 + Ä| B3 J5^ + . . 
Daher ist i4i ^42 /I3 ^4 . . X Äj B^B^^B^ , . X cos qp 

= i^i J, i, . B^ B^ Ä, cos y + -4i il, i44 . ß, B^ ßj cos (/ + . . 






4 


4 


4 







4 


4 


4 


4 


<*„ 


<«., 


<*.. 




4 


d.. 


d„ 


<Ji. 


4 


d« 


"« 


''sa 




4 


<».. 


<*» 


d« 


4 


«.. 


<*» 


<ia. 




4 


<*.. 


<*« 


"« 



Eine mehrseitige Pyramide lässt sich aus Tetraedern zusam- 
mensetzen , ein Polyeder aus Pyramiden , die einen Eckpunct des 
Polyeders zur gemeinschaftlichen Spitze haben und deren Basen 
die Flächen des Polyeders sind. Vergl. des Verf. Elemente der 
Math., Stereometrie §. 8. Demnach kann das Product der Volume 
von zwei Polyedern als Summe von Producten aus jedesmal zwei 
Tetraedern , mithin als Summe von Determinanten 5ten Grades 
der angegebenen Art dargestellt werden. 

15. Nach (1) und (H) hat man 

Setzt man nun voraus , dass die Puncte Ä^ , ^2 > • • ^^^ einer 
Kugel um das Centrum A liegen, und dass die Puncte .'li , ^2 ? • • 
auf einer Kugel um das Centrum B liegen , so ist 

AB/;' + BA-' ^ AB' = p 
eine unveränderliche Grösse, und 

ein Ausdruck von I Gliedern , so dass inan nach §.0, 1 

(!j J- ± d„ . . d,, = 

findet für 2 mal 5 Puncte je einer Kugel. Aus 

dik- P = -^ ^ik 
ergiebt sich ferner 
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d,, -I» . . rf|4 -p 



«^41 - P • • ^44 - P 



= 



^11 — P ■ • ^11 —P 



d,j — p . . d„ — p 



— • -^ O Ä 3Z Cj I C22 ^; 
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oder 



(") 



4 p 

4 d„ 



• P 

• <*14 



1 d„ . . d^^ 



«i.. 


• 


• 


<*.. 




• 


• 


• 


• 


+ p 


<»« 


• 


• 


<*„ 





1 

4 d„ . 



• <*I4 



• • 



4 d^i . . d^^ 



s 



(III) 



du 


• dl. 




• 


• 


+ P 


d.. 


ä« 





1 .1 

1 d„ . dl. 



< d„ . d„ 



+ 8Z±CiiCg,c„ = 



für iiSmal 4 und 3 Puncte nebst den Ceniren umgeschriebener 
Kugeln. 

Demnach ist (1 3) 

und wenn bei zwei Dreiecken einer Ebene die Centren der um- 
geschriebenen Kreise durch B und A bezeichnet werden, 

^ d: dj 1 . dg, ^ p . iij i4, ^, . Bj 0| B, ; 

Beim ' Zusammenfallen der beiden Systeme ist d^j^ = dj^,- , 
d^.^. = 0, jti = 2^i4i2^ und man erhält ausser der Gleichung 
zwischen den Strecken , welche 5 Puncto einer Kugel unter ein- 
ander verbinden (Cayley Gambr. math. J. 2 p. 268) die oben (8) 
bewiesenen Gleichungen. 

16. Wenn man durch S einen gemeinschaftlichen Punct der 
beiden Kugeln oder Kreise bezeichnet , so hat man 

p = i4S« + B^ " AB^ = 2iS. BÄcostü 

wobei w den Winkel der Geraden i4S, ÄS d. i. den Winkel der 
beiden Kugein oder der beiden auf einer Ebene liegenden 
Kreise bedeutet. Man erkennt hieraus, dass die Determinante 
^ ± du . . 0^44 , deren Elemente die Quadrate der Strecken 
sind, welche 4 Puncte mit 4 andern Puncten verbinden, dem 



^) Siebeck Grelle J. 62 p. 4 54. 
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Product der beiden Tetraedervolume proportional ist , und übri- 
gens nur von der Grösse und dem Abstand der umgeschriebenen 
Kugeln abhängt. Sie verschwindet, wenn die beiden Kugeln 
sich rechtwinkelig schneiden, und insbesondere auch dann, wenn 
die 4 Puncte des einen Systems auf einem Kreise liegen. 

Die Determinante 5 ± du . . ^44 ist die erste unter den 
partialen Determinanten 4ten Grades, welche zu der Deter- 
minante (13) 

i . . 4 

4 dii . . di^ 



1 d„ . . d^4 



gehören. Die übrigen partialen Determinanten können aus jener 
abgeleitet werden ; man findet z. B. 

i dl, d,, d,^ 

• • ^ ^^ Zoo ^1 A^ A^ A^ . B B^ og ^4 

4 d„ d„ d„ 

weil bei der Vereinigung des Punctes B^ mit dem Centrum B 
p = AB^ + BAi""" AB^ = d„ = d,i = d^^ = d„ . 

17. Wenn auf einer Kugel, deren Radius eine Längeneinheit 
ist , die sphärischen Dreiecke Ai A^ A^ , B^ B^ A3 liegen und im 
Centrum dieser Kugel die Puncte A^ , B^ vereint sind , so 
hat man 

d^ s= 4sin^|i4jB;t = 2— 2 cos il^il;^ 



Z±d.. .. d 



11 



•44 



4 

4 2 — 2 cos i4i Ä, 

4 2 — 2 cos i4j ß, 

4 2 — 2 cos ^4, Äj 



=: 4 



4 

4 cos A^ By 

4 cos i4, Äj 

4 cos i4j Äj 



Nun ist nach (3) 36 ^j ^2^3 ^ . B^ B^B^O ^ sin ^1^2 4 sin J9, B^ B^ 

cos ^1 ßi cos A^ ßj cos i4i ßj 
cos i4j ßi cos A^ ßj cos iij ß, 
cos A^ ß, cos ^3 ßj cos il, ß, 

folglich (15) durch Addition*) 



*) Siebeck a. a. 0. 
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2p 
4 



4 
cos A^ Bi 
coSiljBi 

COS^jßi 



4 

cos Ai B^ 
cos ilj B, 
cos il, Bj 



cos A^ B^ 

cos iij B, 

cos Ai B^ 



= 



Um die Grösse p sphärisch auszudrücken , braucht man 
die sphärischen Gentren P und Q der Kreise Ai A<i A^ und B^ B^ B^ . 
Die Geraden OP ^ OQ enthalten die Centren By A der Kugeln 
A^A2AiOj B^BiB.^0 und sind Diameter, also ist cos PQ der 
Cosinus des von den Geraden AO, BO gebildeten Winkels, 
mithin 

p = iAO.BO cos PQ, 2p = OP . OQcosPQ . 

Nun ist OP cos PA^=^ OA^ = 1 , OQ cos QB^ = OB^ = 1 , 
folglich 

cos PO 
cos Pil, cos p ßj 

Wenn die Kreise A^ A<i A>^ und B^ B^ B-^ in R sich schneiden , so 
hat man 

cos P Q = cos PÄ cos Ä ö + sin PR sin RQ cos Q HP , 
2p = 1 + lang PÄ lang Äg cos ^ÄP . 

Bei rechtwinkelig sich schneidenden Kreisen ist 2/) = \ . 



§. 17. Polygononietrische und polyedrometpsche Relationen. 

1. Wenn die Seiten AB,BCj,.jMN,NA eines beliebi- 
gen Polygons nach willkürlicher Festsetzung der positiven 
Richtungen der Geraden, auf denen sie liegen, die Werthe 
aj , «2 j • • » % haben, und cos p^ den Cosinus des Winkels be- 
deutet, welchen die Gerade der «ten Seite mit einer beliebigen 
Geraden bildet, so ist*) 



ttj COSpi 



a, cos p, + . . + «n cos p„ = 



Sind nämlich A^ ^ ^i , . . die orthogonalen Projectionen von 
A, By , , auf eine beliebige Gerade , so-hat man 



*) Lexell Nov. Comm. Petrop. 49 p. 187. L'Huilier polygonomätrie 
p. 20. Carnot g6oro. de pos. 254. 
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unter der Voraussetzung, dass yli Ä, =» — . B^ /l^ , u. s. w. Nun 
ist allgemein A^ B^ ^ A B cos pi , wie auch die Richtung der 
positiven Strecken auf den Geraden, deren Strecken AB und 
A^B^ sind, angenommen werde, weil bei Veitauscbung einer 
Richtung mit der entgegengesetzten zwei der Grössen Ai Bi , 
AB, coSpi das Zeichen wechseln. Durch Substitution der 
Werthe von A^Bi, JBi Cj , . . findet man die angegebene Funda- 
mentalgleichung der Polygonometrie. 

Wenn umgekehrt o^ , «2 > • • > ^n Strecken von gegebener 
Richtung und Grösse sind, und coSp,- den Cosinus des Winkels 
bedeutet , welchen die Gerade , auf welcher die ite Strecke liegt, 
mit einer beliebigen Geraden bildet, und die Summe 

S = Ol cos pj + Oj cos p, + . . + a„ cos p^ 

verschwindet, wie auch die willkürliche Gerade angenommen 
werde, so erhält man ein geschlossenes Polygon, wenn man 
nach willkürlicher Anordnung der Strecken, ohne deren Rich- 
tungen zu verändern, mit dem Ende der ersten den Anfang 
der zweiten , mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten 
u. s. f. vereint. Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit 
dem Anfang der ersten nicht zusammen , so würde die Summe 
S im Allgemeinen nicht verschwinden , was der Voraussetzung 
widerstreitet. 

2. Der Inhalt eines planen Dreiecks ist unzweideutig be- 
stimmt, wenn nicht nur der Sinn, in welchem sein Perimeter 
zu durchlaufen ist, sondern auch die positive Richtung der Nor- 
malen seiner Ebene nebst dem positiven Sinn der Ebene ge- 
geben ist. Der Beurtheiler stelle sich so auf die Ebene, dass 
ihm die positive Richtung der Normalen aufwärts gehend er- 
scheint ; je nachdem nun die durch die Ordnung der Eckpuncte 
gegebene Drehung mit der Drehung, durch welche positive 
Winkel und Flächen beschrieben werden, einerlei Sinnes ist 
oder nicht , wird der Inhalt als positiv oder negativ bezeichnet. 
In gleicher Weise ist zur unzweideutigen Bestimmung des In»- 
halts jedes planen Polygons der Sinn seines Perimeters erfor- 
derlich. 

Bei einer Fläche eines gegebenen Polyeders kann der Sinn 
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ihres Perimeters willkürlich bestimmt werden. Bei jeder mit 
dieser Fläche durch eine gemeinschaftliche Kante MN verbun- 
denen Fläche des Polyeders wird der Sinn des Perimeters so 
angenommen , dass die vereinigten Theile der beiden Perimeter 
einander entgegengesetzt sind, also der eine durch MN^ der 
andre durch iV if ausgedrückt wird *) . Wenn z. B. eine Fläche 
des Tetraeders AB CD durch ABC ausgedrückt wird, so sind 
die übrigen Flächen durch CBD, BAD^ ACD auszudrücken. 
Ist ABCD eine Fläche eines Hexaeders, so sind DCC'D\ 
CBB'C\ BAA'B\ ADD'A , D'C'B'A' die übrigen Flächen. 

ü. s. f. 

Wenn nun die in der angegebenen Weise ausgedrückten 
Flächen eines Polyeders nach willkürlicher Festsetzung der 
positiven Richtung der Normalen und des positiven Sinnes einer 
jeden Ebene die Werthe ai , 02 , . . , a„ haben , und wenn durch 
coSp,' der Cosinus des Winkels bezeichnet wird, welchen die 
Ebene der iten Fläche mit einer beliebig hinzugefügten Ebene 
bildet, so ist**) 

«1 cos pi + a, cos pj + . . + a„ cos ^ = . 

Beweis. Man bezeichne die Normaiprojectionen der Eck- 
puncte i4, B^ C, . . auf die beliebig angenommene Ebene durch 
ili , Äi , Ci , , . . Die Summe 2 der Projectionen der Polyeder- 
üächen besteht aus der Summe aller Dreiecke, welche einen 
beliebigen Punct der Projectionsebene zur gemeinschaftlichen 
^tze haben , und deren Basen die Seiten der durch Projection 
der Pdyederflächen entstandenen Polygone sind. Die Summe 
dieser Dreiecke enthält aber zu jedem Dreieck OM^Ni auch 
das entgegengesetzte ONiMij folglich verschwindet sie und mit 
ihr die Summe S . Nun ist die Projection der tten Fläche 

Fl Gl JET, . . =8 FGH . . coSp^, 

also verschwindet die Summe ai coSpi -f- a^ coSp2 + . . . 



*) Dieses Princip ist von Möbius Statik §. 55 angedeutet, in den Be- 
richten der Sachs. Ges. d. W. 1865 p. 31 als »Gesetz der Kanten« aufgestellt 
worden. Vergl. des Verf. Eleooente der Math., Stereom. §. 8, 46. 

**) L'HuiLifia th^or^mes de polyedr. 4799 (M^m. pr6sent6s ä l'Inst. 4. 
4805 p. 264). Carnot 1. c. Die Voraussetzungen, unt«r welchen die Glei- 
chung gültig ist , werden in den angeführten Schriften nicht genau ange- 
geben. 
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Zusatz. Construirt man auf den Normalen der Flächen des 
Polyeders je eine Strecke % , «2 » • • > ^n proportional den Wer- 
then tti, a2,..,a„ der Flächen, zu denen die Normalen gehö- 
ren , so ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch 

Ol cos PI + a, cos pa + . . + a„ cos p„ = , 

wo nun unter cos pi der Cosinus des Winkels verstanden werden 
kann, den die Gerade, auf der die Strecke a^ Hegt, mit der 
Normale einer beliebigen Ebene, d. h. mit einer beliebigen 
Geraden bildet. Daher erhält man (1j ein geschlossenes Polygon, 
wenn man , ohne die Richtungen der Strecken a^ , (22 , . . , a^ 
zu verändern, mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang 
der zweiten , dann mit dem Ende der zweiten den Anfang der 
dritten u. s. f. vereint. Es giebt also für jedes Polyeder ein 
zugehöriges Polygon, dessen Seiten und Winkel den Flä- 
chen und Flächen winkeln des Polyeders gleich sind, so dass 
jeder polygonometrischen Gleichung zwischen den Seiten und 
Winkeln des Polygons eine polyedrometrische Gleichung zwi- 
schen den Flächen und Flächenwinkeln des Polyeders ent- 
spricht. ■ 

3. Indem man die beliebige Gerade (Ebene) der Reihe 
nach mit den einzelnen Geraden (Ebenen) der Polygonseiten (Po- 
lyederflächen) vereinigt, erhält man das System von linearen 
Gleichungen (1) 

a, cos 11+0, 00s i, + . . + o» cos 1^ = 

• «• • •• *• 

Oj cos ni "^ O, CO» n« •♦■•••♦" *n ^^^ nn ^ ^ 

worin cos ,-^ = 1 , cosj^,- = cos ,-^ ist. Die« Determinante dieses 
Systems 



COSji . . COSi„ 



COS„i . . COS^ 



hat die EigenthUmlichkeit, dass alle dazugehörigen partialen 
Determinanten 4ten und höhern Grades zufolge des §.16, 2 be- 
wiesenen Satzes Nullen sind. Man kann also aus dem obigen 
System ftir n = 3 die Proportion der Seiten eines geradlinigen 
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Dreiecks , für n = 4 die Proportion der Seiten eines unebenen 
geradlinigen Vierecks und der Flächen eines Tetraeders gonio- 
metrisch ausdrücken. Dagegen bleibt die Proportion der Seiten 
eines andern Polygons und der Flächen eines Polyeders unbe- 
stimmt. 

Wenn die Seiten des Vierecks OPQR auf den Geraden 
Xy y, z, r liegen , so hat man ausser der Gleichung 

OP cos px + PQ cos py •¥ QR cos pz + HO cospr = 

die besondem Gleichungen , welche durch das Zusammenfallen 
von p mit cc, y, Zy r sich ergeben, und denen die Werthe 

(§. 8, 3) 

OP = ;io, , PQ = Xa^ , QR = ^«3 , RO = Xa^ 

genügen, wobei (§. 16, 3) 



«1 = - 



cosxy cosxz cosxr 
cos yy cos yz cos yr 
cos zy cos zz cos zr 



= — sm xyz sin yzr 



a.2 = sina;j/i5 siii »ra; = — sin xyz sin zxr 
u. s. w., und l beliebig ist. Daher folgt*) 

OP : PQ : QR . RO = sin y zr : sin zxr : sin xyr : — sin xyz 

und die Fundamentalgleichung der räumlichen Goniometrie 
sinyzr cos px •i' sin zxr cos py -^ sin xyr cos pz = sin a;^z cospr . 

4. Die Beziehung zwischen 4 Puncten eines Kreises Ay ß, 
C, D kann durch die Eigenschaften der Winkel, Strecken, Flä- 
chen, welche durch die betrachteten Puncte bestimmt sind, 
angegeben werden. Nach dem in Euglides' Elementen enthalte- 
nen Theorem ist die Winkeldifferenz AGB ^ ADB entweder 
oder 180®, mithin allgemein**) 

(I) liACB" ADB) = 

wenn die genannten Puncte auf einem Kreise liegen und Win- 
kel von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn 



*) Andere Ausdrücke dieser Proportion enthält der Aufsatz des Verf. 
Grelle J. 46 p. 450. Der gleichlautende tetraedroraetrische Satz von den 
Flächen eines Tetraeders ist bekannt. Vergl. oben §. 46, 6. 
**) MöBius Kreisverwandtschaft §. \K, 
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beschrieben werden. Der Winkel 360 <> ist gleichbedeutend 
mit 0. 

Nach dem Theorem des Ptolemäus (Almagest I, 9) -ist ferner 

(II) yTp + y-^q + j/^r = , 

wenn die Producte aus den Quadraten der gegenüberliegenden 
Strecken, welche 4 Kreispuncte A, B, Cy D verbinden, durch 
p, q, r bezeichnet werden. Indem man die Norm des irratio- 
nalen Trinomium = setzt, findet man die rationale Gleichung 
zwischen den Quadraten der Strecken, welche durch die ge- 
nannten Puncto bestimmt sind. Eine der letztern analoge Glei- 
chung giebt es für die Quadrate der Strecken , welche 5 Puncto 
einer Kugel verbinden. 

Endlich kennt man Relationen zwischen 4 Puncten eines 
Kreises oder 5 Puncten einer Kugel und einem beliebigen andern 
Puncte, wovon die letztere in einem Theorem Feuerbach's (Unter- 
suchung der dreieckigen Pyramide p. 1 5) enthalten ist , welches 
Caylky (Cariibr. math. J. II p. §68) und Luchterhandt (Grelle 
J. ?3 p. 375) reproducirt haben. Dieselben Relationen hat 
MöBius (Grelle J. 26 p. 26) aus barycentrischen Principien ab- 
geleitet. Gayley's Verfahren, das auf dem Gebrauch der Deter- 
minanlen beruht , ist folgendes. 

Die Puncte A, B, C, D eines Kreises seien in Bezug auf 
ein System orlhogonaler Axen , dessen Anfang ist, durch die 
Cloordinaten Xy y; ct\ , yj ; a?2 , ^2 > ^3 » ^3 gegeben. Man hat, 
wie bekannt, 

X* -¥• y^ = a -k- bx •¥ cji 
x^^ 4- 3/j* =s a + bx^ + cj/j 



folglich (§. 8, 3) 



(111) 



^s + Vs = « + ^^s + cy, 



X' 



X 



1/" < 

2 



y 



X 

h x^ 



y 

Vi 



X, 



= . 



^ Vb ^ Xt y» 

Die Entwickelung dieser Determinante nach §.3,2 mit Rück- 
sicht auf §. 15, 5 giebt: 

OA^ .BCD-Oß'. CDA •¥ OC . DAB ^ OD^ . ABC =^ 0. 

Baltze.r, Oeterm. 3. Aufl. i|5 
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Wenn man P normal zur Kreisebene constniirt und die Iden- 
tität (§. 45, 5) 

OP'iBCD - CDA + DAB" ABQ = • 
zu der vorigen Gleichung addirt , so kommt 

(IV) PA^ .BCD- PB^. CDA-¥PC* . DAB-PD^ .ABC = , 

worin P irgend einen Punct des Raumes bedeutet. Insbesondere 
ist , wenn P mit D zusammenföllt, 

Di4» . BCD + Dß' . CAD •¥ DC . ABD = . 

In gleicher Weise seien die Puncte /l, Ä, C, D, E einer 
Kugel in Bezug auf ein System orthogonaler Axen durch die 
Coordinaten a?, y, ä; u. s. w. gegeben. Aus den Gleichungen 

x* +2/* + Ä* = a -¥ bx -¥ cy + dz 



• • 



a;,' + y,' + »,» = o + 6a!, + cy, + da. 



folgt 



(V) 



a;* + y' + a' 1 x y z 



• • 



^A + S//' + «4*" < a?4 3/, 2^4 



= 



Die Enlwickelung dieser Determinante giebt (§. 1 5, (>) 

(VI) OÄ" . ßCZ>E + OB" . CZ)i?.4 + OC* . DE AB 

+ OD*. i?i4ßC + OE' . ilBCD = , 

worin irgend einen Punct des Raumes bezeichnet. Nach den 
in §. 15f 7 angenommenen Bezeichnungen hat man 

^ . OE* + /i, . 0.4* + Ii/, . Oß« 4- ^, . OC* + ^, . OD* = 

d. h. wenn /ij > 1^2 ? A^3 > A^4 die coordinirten Goefficienten von E 
in Bezug auf die Pyramide AB CD sind, so ist für alle Puncte 
auf einer um das Gentrum E beschriebenen Kugel /«, . /|2 
-h fi2'0B'^ -h fi^.OCP -h fii.OD^ constant (Fbuerbach] . Insbe- 
sondere ist 

AB' . CDEA + AC . DEAB + AD^ . EABC + AE* . .4BCD = 
fi . DE* + fj, . D.4* + ^., . DJS* + ^3. DC* = 

Wenn man die Determinanten (III) und (V) bezüglich mit 
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4 a?* + 3/* — 2a? — %y 



4 ^z-^Vz -2a;, -2 2/, 
< a;'' +3/* +5f' -2a; - 2j/ 



2;$ 



4 x^ -^Vk -^^K -2x4 -22/, -2iJ4 



'00 



'33 



mulliplicirt , so findet man ^ zt ^/«n . . ihx und 5 
(§. 5, 4) , wobei ira ersten Falle 



'00 



.rf 



44 



doo = a;' + t/'' + a;* + 2/* - 
d„ = x' + 2/'' + a;i' + Vi* - 
doa = ^^ + y'' + ^2^ + y^ " 

u. s. w., im zweiten Falle 



2a;* - 22/* = 
2a;a;| — ^yVi = ^fi' 
2a;a;a -22/2/2 = ^C"' 



d., = x^ + 2/' + »' + a;* + t/ + ä'^ - 2a;'^ - %y^ -^z" =0 
d^j = o;'* + 2/* + 2* + a;,* + i//'' + z^^ — 2a;a;, — 22/2/1 — 2^2, = AB^ 

u. s. w. Daher ist die oben erwähnte Gleichung zwischen den 
Strecken , welche 4 Puncto eines Kreises verbinden , folgende 

(Caylfy) : 



(VII) 






doi 


do2 


dos 


rfo. 





dl. 


d|3 


<^02 


d,.. 





das 



d 



03 



di3 d.^ 
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= , 



worin ei,-^ das Quadrat der Strecke vom iten bis zum Alten 
Puncle bedeutet. 

Die analoge Gleichung zwischen den Strecken , welche 5 
Puncto einer Kugel verbinden, lautet (Cayley) : 



(VIII) 






d«, 


do2 


do3 


do4 


doi 





d,2 


d|3 


du 


do2 


d,. 





d.3 


d«4 


do3 


d.3 


d.a 





d34 


do4 


du 


d'ii 


d34 






= 



Vergl. oben §. Ifi, 13 und 4 5. 

5. Die gefundenen Relationen (IIl) bis (VIII) gelten ftir 
Puncto einer Linie oder Flilche ?ter Ordnung mit endlichen 

45* 
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Hauptaxen , wenn man jede Strecke nach dem parallelen halben 
Diameter misst*). 

Beweis. Man bezeichne durch den Anfang der mit den 
Hauptaxen parallelen Coordinaten, durch x^ —or^yx^y^Zx—z 
und /, w, t; die Normalprojectionen der Strecke AB und des mit 
AB parallel gezogenen halben Diameter MN der Fläche auf 
die Haiiptiixen derselben. Dann ist wegen der Aehnlichkeit der 
Figuren 

x^ — X : y^ — y '. z^ — % : AB = t : u : v : MN 

Nun sind t^ u, v durch die Gleichung 

verbunden, folglich 

a{x, - a;)* + b{y^ - y)'' + c{z, - z)* = -^^ . 

Wenn nun der Punct x, y^ z auf der Flache 2ter Ordnung liegt, 
so hat man 

ax^ + by* + c«* = a' + 6'x + c's/ + d'z 

u. s. w., wie oben, während an die Stelle von OAy OB, ABy. . 
deren Verhältnisse zu den halben Diametern der Fläche treten, 
die mit den Strecken parallel sind. 

• 

6. Ein Kegelschnitt zweiten Grades ist durch einen seiner 
Brennpuncte und 3 andere Puncte A, B ^ C bestimmt ; daher 
müssen 4 Puncte eines Kegelschnitts und ein Brennpunct des- 
selben eine gewisse Relation haben. Die Rotationsfläche zweiten 
Grades, welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine 
Hauptaxe entsteht, ist durch einen ihrer Brennpuncte und 4 
andere Puncte Ay B, C, D bestimmt, so dass eine Relation zwi- 
schen 5 Puncten einer solchen Fläche und einem ihrer Brenn- 
puncte bestehen muss. Diese Relationen sind von Möbius (Grelle 
J. 26 p. 29) angegeben und bewiesen worden. 

Man kann dieselben aus dem bekannten Satze ableiten, 
dass der Radius Yector OAssr eines Kegelschnitts oder einer 



*} Die Geltung der obigen Sätze für Ellipse und Ellipsoid hat Brioschi 
CreHe J. 50 p. 236 bemerkt. 
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Rotationsfläche der angegebenen Art eine lineare Function der 
Coordinaten o?, y oder Xjy,z des Punctes A in Bezug auf be- 
liebige Axen ist. Sind Xi , yi oder Xij yi j Zi di^ Coordinaten 
von B u. s. w., so hat man 



r SS a 4- 6£D + cy 



a '^ bx + cy + da 





r, s a -1- 6ir, • 


^ cy. 


♦•4 


folglich (§. 8, 3) 






r 1 aj y 








r, 1 a?, Vi 

r, 4 oj, y. 


= 0, 






^ < ^» Vs 






d. h. 


(§.15,5. 6) 







r» =s a + 6a?4 + cy^ + da^ 



r 1 o; 2/ 2 
r, 4 a;, y, a, 



r, 1 a?, y, a, 



= 0, 



OA. BCD - OB .CDA ^ OC . DAS - OD . ABC = 0, 

OA . BCDE + OB . CDEA + OC. DE^B 

^OD.EABC^OE^ABCD = 0. 

Wenn Aj Bj Cj D auf der Rotationsfläche und zugleich auf 
einer durch gehenden Ebene liegen , so ist ABCD^O und 

BCDE : - CDAE: DABE: - ABCE 
= BCD: ~ CDA : DAB: --ABC, 

folglich 

OA . BCD- OB , CDA ^ OC . DAB-- OD . ABC = , 

d. h. die Rotationsfläche wird von einer durch einen ihrer 
Brennpuncte gelegten Ebene in einer Linie zweiten Grades 
geschnitten , für welche jener Punct ein Brennpunct ist (Möbius 
a. a. 0.). 

7. Die einfachste Relation zwischen 5 Puncten des Raumes, 
il, Ä, C, Z), ^, deren Coordinaten in Bezug auf 3 beliebige 
Axen Xx , yi > ^i ; ^'2 » ^2 > ^ u. s. w. sind , findet man , indem 
man die Identität (§. *^, i) 



K K 



a?« 



aj. 



2/2 



^1 



s 



230 



§• «7, 7 



nach den Elementen der ersten Coionne entwickelt und die ge- 
fundenen Determinanten 4teh Grades nach §. 1 5, 6 deutet, 

(1) BCDE + CDEA + DBAB + EABC + ABCD = 

vergl. §. 15, 7. Wenn man die Volume der einzelnen Tetraeder 
durch ihre Kanten ausdrückt (§.16,43), so erhält man eine 
irrationale Gleichung , deren rechte Seite Null ist und deren linke 
Seite die Summe der Quadratwurzeln von 5 Determinanten 5ten 
Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren , bat man das 
Product aus den 1 6 Werthen zu bilden , welche die linke Seite 
vermöge der Zweideutigkeit von 4 unter jenen Quadratwurzeln 
annehmen kann ^j . Die linke Seite besitzt aber einen rationalen 
Divisor, zu dessen Auffindung es genügt, die Gleichung (I) mit 
einem ihrer Glieder zu multipliciren , weil das Product aus zwei 
Tetraedern eine rationale Function von den Quadraten der 
Strecken ist, welche die Eckpuncte des einen Tetraeders mit 
denen des andern Tetraeders verbinden (§. 16, 13). 

Dieser Divisor der Gleichung ist der in §. 16, 13 gegebene, 
welchen in dieser Gestalt zuerst Cayley (Cambr. math. J. 2 
p. 268) dhrect entwickelt hat. Nach Analogie des in (9) mitge- 
theilten Verfahrens hat Caylky die Determinante 



R = 



1 



X, 





Vi 





2. 







^ ^5* + 2/5' + «ft* + «5* ^5 y» «» «a 



mit der Determinante 



-.I6Ä = 



1 

■ • • • 



multiplicirt. Man findet (§. 5, 6) 
worin h^j^ = hj^^ und zwar 



0000 

* . • . 

äa;» -22/5 -2»5 -2tts 

-16Ä2 =:^±Äoo..Ä55, 



= (x^ - x^y + (y, - 1/,)« + (z, - js,)' + (tt, - «,)« 



*) Vergl. Sylvester Cambr. and Dubl. malh. J. 1853 Mai. 
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u. s. w. Wenn die unbestimmten Grössen u^, "2 , . . , % ver- 
schwinden , so verschwindet R (§. 3 , 3) . Versteht man dabei 
unter Xi, y^j z^ die orthogonalen Coordinaten des Punctes A 
u. s. w., so wird A12 == AB^ u. s. w. Bezeichnet man die Qua- 
drate der Strecken vom Uen zum 2ten, 3ten,.. Puncte wie 
oben durch c^2 ) ^^3 9 • • } ^^ hat man die Gleichung 



{") 






i 


1 


4 


i 


< 







<*.. 


<*.. 


<«., 


«iu 




(J„ 





<*.. 


d» 


<*!» 




rf.. 


d« 





du 


rf.5 




".. 


d„ 


<*,. 





<*« 




«*» 


<*25 


d» 


<*« 






= 



für die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncte des Raumes 
verbinden. 

Diese Determinante nach den Elementen der ersten Zeile 
entwickelt giebt 



cT, 



Ol 



02 



'03 



+ S.. + cT«, = 



'04 



05 



wenn man die Coefficienten , welche die Elemente der ersten 
Zeile haben, durch doj , (Jq2 , . . bezeichnet. Bei analoger Bezeich- 
nung ist aber (§. 6, 5) 

*'01 • ^'O? • ''03 • "04 • "05 — "11 • ^2i • ^'SS • *'44 * "55 > 

weil die Determinante verschwindet und J,-^ = df^^ (§• 3 , 13) 
ist. Folglich hat man bei einer bestimmten Auswahl der 
Zeichen 

womit nach §. 16, 13 die Gleichung (I) übereinstimmt. 

Auf demselben Wege werden die Gleichungen zwischen den 
Quadraten der Strecken gefunden , welche 4 Puncte A , B, C, D 
einer Ebene und 3 Puncte A , B^ C einer Geraden verbinden. 
Es ist nämlich nach den angenommenen Bezeichnungen im ersten 
Falle 






i 


4 


1 


1 


1 





rf,2 


rf|3 


rf.4 


1 


rf,a 





^i3 


^24 


1 


diz 


^23 





^34 


i 


di4 


d*4 


^34 






= 
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und bei gehöriger Zeichenbeslimmung 

übereinstimmend mit BCD — CDA + DAB^ABC = d. i. 
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1 


«i 


!/i 


- 


1 
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a?. 


!/« 




1 


f 


a?» 


y» 
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4 


^4 


»4 


im zweiten Falle 


















4 
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1 


1 


rf|. 


du 




1 


d|. 





«'as 




1 


di3 


«'•iS 






= 0; 



s 



V^li + /^« + /<^33 = ' 

übereinstimmend mit AB-^BC-hCA^Od, i. 



4 

1 



1 
1 



rc. 



a;« 



o;. 



= . 



Diese Gleichungen ergeben sich auch aus 7 , VII und VIII. 
Wenn nämlich von 5 Puncten einer Kugel einer unendlich fem 
ist, so ist z. B. 



J?91 — 

^01 



•2 — 



"Ol 



^01 






und die übrigen 4 Puncte liegen auf einer Ebene. Und wenn 
von 4 Puncten eines Kreises einer unendlich fem ist, so liegen 
die übrigen 3 Puncte auf einer Geraden. 

8. Lagrange (sur les pyr. 17) hat das grösste Tetraeder 
untersucht , dessen Flächen gegebene Inhalte besitzen. Nach der 
in §.16, 6 angenommenen Bezeichnung hat man 

und nach einer von Lagrange sur les pyr. 1 2 aufgestellten tetra- 
edrometrischen Gleichung (s. des Verf. Elem. d. Math., Trigono- 
metrie §. 6, 5) 
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Also sind y„ , ^22? ^33 und s = ^23 + ri\ + yi2 gegebene 
Grössen und V^ s= J5±yi, 722/33 ^^'^e Funclion von 3 durch eine 
Gleichung verbundenen Variablen, die ein Maximum werden 
kann unter den Bedingungen 

bV^ bs hV^ bs _ bV^ _bs_ 

bs bV* 

Nun ist -V — = \ und \ x — hat als Coefficient von 723 ^^ 

^ ± yii 722/33 ^en Werlh V^c^ (§. 6, 2), u. s. w. Daher ist ein 
grösstes Tetraeder so beschaffen , dass 

C*. ^ C%\ ^ c 



SS — »'«I — »'11 



d. h. es gehört zu den besondern Tetraedern , deinen gegentlber- 
liegende Kanten normal zu einander sind und deren Höhen sich 
in einem Punct schneiden*). Denn durch Projection von .4^42 -^3 
auf A Ai findet man 

A i4, cos Ty r, + A^ A^ cos r, q^ -k- A^A cos r^r^ = 

indem man durch r^ , r^, , ^3 , pi die Geraden bezeichnet , auf 
denen AA^y AA^i^ AA^^^^ ^2 ^3 liegen. Nun ist 

AA^ . AA^ cos fj r, = AA^ . AA^ cos r^t^ ^ A A^ cos r, r, + A^A cos rj r, = 

folglich A2 A-^ cos rj p^ = . 

Zur Berechnung der Elemente des gesuchten Tetraeders 
dient eine Gleichung 4ten Grades , von der eine positive Wurzel 
ohne Weiteres erkennbar ist. Es war aber von Lagrange nicht 
gezeigt worden , dass durch diese Wurzel und nur durch diese 
ein reales Tetraeder von grösstem Volum bestimmt wird. Diese 
Discussion ist von Borghardt auf Grund einer neuen und um- 
fassenden Behandlung des ganzen Problems in ^ Abhandlungen 
(Berl. Acad. 1865 und 1866 gegeben worden. Den folgenden Aus- 
zug seiner Arbeit hat Herr Borghardt zur Mittheilung an dieser 
Stelle zu verfassen die Güte gehabt. 

I. Wo es nicht ausdrücklich anders bemerkt ist, sollen im 
Folgenden a , 6 Zahlen bedeuten, welche die Werthe 0,1,5, 3, 4 



*) Diese Bemerkung ist von L'Huilier de rclationo mutua capacilalis 
etc. p. 154 gemacht worden. Vergl. des Verf. Elcm. d. Math., Stereometrie 
§.6, 40. 
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durchlaufen, /, k Zahlen, welche die Werlhe 1,2,3,4 durch- 
laufen, p, q Zahlen, welche die Werlhe 2, 3, 4 durchlaufen. 
Wenn diese Buchstaben unter Summenzeichen stehen, so ist 
nach jedem Sunimalionsbuchslaben besonders zu summiren. 

Die Quadrate der Kanten eines Tetraeders bezeichne ich mit 
[ik] = [ki) , setze (//) = , (/O) = (0/) = 1 , (00) = , und nenne 
R die Determinante oter Ordnung der so bestimmten Elemente [ab] 





\ 
\ 
\ 
1 



1 



(21) 
(31) 
(41) 





(32) 
(42) 



\ 

(13) 
(23) 


(43) 



1 

(U) 

(24) 

(34) 





Die 25 Unter<leterminanten erster Ordnung von R bezeichne ich 

mit Qah = \, rv • Dann werden das 6fache Volumen V des 

^^" o[ah) 

Tetraeders und die doppelten Inhalte \\ , ^2 , V'g , V^ seiner 
Seitenflächen durch die Gleichungen bestimmt (S. oben §. 1 6, 1 3) 



8P = Ä, 



— 4F'^ = D- = 



^d(ft) 



Damit das Tetraeder real sei, ist es nothwendig und hinreichend, 

dass die 6 Grössen [ik) positiv , die 4 Grössen q^^ = x—- negativ 

und R positiv sei, Bedingungen, welche sich in die eine zusam- 
menfassen lassen, dass die temäre quadratische Form 



f = ^ [ik] Vi Vk 
ik 



ivi + Vt + 2/3 + 2/4 = 0) 



welche nach Elimination von y^ und unter Einführung der 
Grössen 

Spq == ipq) - (P^) - i^Q) + (H) 

die Gestalt annimmt: 

f = ^SpqVpVq y 
pq 

eine def in ite negative Form sei , d. h. eine solche , 'welche 
für alle Werlhe von t/2 , 2/;j , y^ , das System 1/2 = ^ > ^3 = ^N 
^4 = ausgenommen, nur negativer Werlhe, mit Ausschluss der 
Null , ffihig ist. 

IL Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
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schicke idi einen allgemeinen Satz über ciuadraliscbe Formen 
voraus, der später gebraucht wird. 

Gesetzt die beiden quadratischen Formen 

pq p' 

seien durch die Substitution 

V = f ff/'«;. 

in einander transformirbar , dann gehen gleichzeitig unter Ein- 
führung zweier neuen Systeme von je sechs Variablen y^g = y^p 
und YpQ = Y^y die beiden Formen 

^ %?'^ff'*^*' ^^'^ ^^^ ^^'*' ^pqfr ^^^' ***' ^^* ^^'^' ' ^' ^ Ä'^^' ^^' ^^'^'^ 
durch die Substitution 

in einander über. Die Transformation von /' in f liefert nämlich 
die identischen Gleichungen 

und vermittelst dieser Werthe der ä^^ geht zugleich F in F über. 
Aus diesem Satz, der nicht nur für drei Variabele y^^ 
y^j 2/4 , sondern für jede Anzahl von Variabein gilt, geht hervor, 
dass wenn /"eine definite Form ist^, d. h. wenn die Coefficienten 
ji«p/ alle dasselbe Zeichen haben , auch P eine definite Form sein 
muss, und zwar diese letztere eine positive. 

III. Das LAGRANGE^sche Maximum-Problem besteht darin, 
dass R zu einem Maximum zu machen ist, während die 4 Grössen 

— Pj.^. = — ^— vier gegebenen positiven Gonstanten c^ gleich 

w^erden sollen, welche, wenn c^ die grösste derselben ist, die 
Ungleichheit ' 

erfüllen. — Um das Problem in Gleichung zu setzen, empfiehlt 
es sich , als Variabele , nach weichen dißerentiirt wird, nicht die 
ursprünglichen Grössen [ik] sondern die Grössen q^^ des adjuii- 
girten Systems zu wählen, zwischen welchen die Gleichungen 
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bestehen {§. 3, 3). Indem ich aus den 25 Grossen p^j die 
Determinante 

P = 2: ± p,.()i, g,, 

und von derselben die Unterdeterminanten der verschiedenen 
Ordnungen bilde , ergiebt sich 

und mit Benutzung der oben definirten Grössen s. 



= - Ä' 



'pq 
bP' b'P 

Hieraus ergeben sich die vollständigen Differentiale 

^d'P' = dP(R^) = 2Äd*ft + 2dA« = 2: {Sp^Sp,^, ^ Sp^,Sp,q) dQp^dQp^g, 
oder 

M) 2dÄ = SSpqdQp^ 

(2) 2 (Ä d« Ä - d Ä*) = - 2* *pj, 5^,^ dp^^ dQp,^, 

In den Summationen rechter Hand erhält jede der Zahlen 
P > ? > P? 9' ^*® Werthe 2 , 3 , 4 . Man kann aber auch noch den 
Werth \ hinzufügen, da s^^ = ist für i = \ oder k =^ \, Wenn 
man in den so erweiterten Summen für 5,^^, «iA:', Vä ^^""^ durch 
die Grössen [ik] ausgedrückten Werthe einsetzt und die Rela- 
tionen ^,1 + ^,«2 + ^^3 + p,-4 = benutzt , ergeben sich die 
symmetrischen Ausdrücke 

(3) 2dA » 2{%k)d(iij, 

(4) alftd^Ä-dÄ«) = -2:{ik')[Vk)dQii,dQi,i,, 

IV. Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Differential- 
gleichungen des vorliegenden Problems, indem man die Differen- 
tiale von R und von den vierGrössen q = ^Qw = 9i2"*"^i3+?t4 > 
etc. gleich Null setzt. So erhält man 



= 2d« = 2(t2)d()j2 +2(43;d(i,3 + 2(U)de,4 + 2(23)d()„ + 2(24)de24 + 2(34)de 
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C = dp,, + de„ + dQ^, 

= dp,» -I- dp,2 -I- dp« 

Diese Gleichungen mit 1 , — Vi , — ^2 > — "^3 ? — ^'4 ™ul- 
tiplicirt und addirt geben eine Summe, in welcher der Coefficient 
jedes einzelnen Differentials verschwinden muss , daher für / von 
k verschieden 

(5) [ik) = 4 (v^ + Vf^ 

Hierzu kommen zwei Bedingungen. Erstens muss 

oder mit Benutzung von (5) 

= - ^ViVi^ [y^ + y., + t/s + ^4 = 0) 

eine definite negative Form sein. Zweitens muss (i^fi negativ 
sein. Da aber für das Maximum bereits dli = ist und nach 
Art. I in die erste Bedingung die Ungleichheit /? > einge- 
schlossen ist, so wird die zweite Bedingung erfüllt sein, sobald 
die rechte Seite von Gl. (2) negativ ist. Die rechte Seite von 
Gl. (2) geht aber für dQpg = ypg in die quadratische Form — P 
des Art. II über , weiche gleichzeitig mit f eine definite negative 
Form ist. Die zweite Bedingung ist also durch die erste von selbst 
erfüllt. 

V. Nach Einsetzung der Werthe (5) in die Determinante R 
erhält dieselbe den Ausdruck 



R = 



1 4 

1 (Il)-Vi 

4 (22) - V, 

1 

1 







(83) -V, 

(44) -v, 

WO (11) = (22) = (33) = (44) = . Hieraus folgen für R und 
die vier Unterdeterminanten p,-,- = — c^ die Werthe 

bR 



wo 



Ä = PP , 



P = V^V^V^V^ 



ÖR P /^ ^\ 



Q = — + — + — + 



Vi 



V., 



V. 



V. 
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Um die vier zwischen den gegebenen Grössen c,- und den 
unbekannten v^ bcslehenden Gleichungen nach den v^ aufzulösen, 
setze ich 

Cur P positiv für P negativ 



Wi = — W," = — 



p 



Hierdurch gehen die Gleichungen zwischen den v^ und q über in 
oder oder 

Bedeuten e , e,- und fi , «,■ Grössen , w eiche der positiven oder 
negativen Einheit gleich sind , so lassen sich die Grössen w , w^ 
und CD , w,- so darstellen 

und hieraus geht vermöge der Gleichungen i^ = ^ir,-, w=^2iOi 
für ? oder C= — ^ die Endgieichung in irrationaler Form hervor : 

(6) 2 Yz — c, }/^ii — Cj — — e^ y Ä — c^ = 



Hat man hieraus z oder C bestimmt, so setze man 

W = (l/r- e» Ys - cj iVs'- e./ä^) 

^ = (/^^^-*iVT) (vf+^-^VT) 

wo ß für jeden positiven Werth von t positiv ist und \V für die- 
jenigen positiven Werthe von z , welche grösser als die grösste 
der Constanten r,-, d. h. grösser als C4 sind. Unter Einführung 
des Zeichens 

ergiebt sich jetzt 

W = P Sl r= ^ f'P 

man kann daher setzen 

eyp = l/Tv" -fy3p = |A?72 
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und erhält demzufolge für t;,- , R die Ausdrücke : 



_ yp yyy _ y-p v*^ß 

VI. Die irrationale Gleichung (6) in z oder ^ = — jz wird 
rational gemacht , indem man die Norm ihrer linken Seite , d. h. 
das Product der 1 6 irrationalen Factoren , welche den verschie- 
denen Werthen der Vorzeichen e^ .... 64 oder «i £4 entspre- 
chen, bildet, und dieses Product, welches ich mit (D{z] = Ö>(— Q 
bezeichne , = setzt- Jeder der 1 6 irrationalen Factoren giebt, 
nach fallenden Potenzen von z oder C geordnet, eine Entwick- 
lung der Form 

wo 

In zwölf Factoren ist der Goefficient A (oder yl') von der 
Null verschieden, in denjenigen vier dagegen, in welchen von 
den vier Vorzeichen e^ oder e^ eines negativ , die drei anderen 
positiv sind , ist der Goefficient A (oder A') des ersten Gliedes 
der Entwicklung = . Die Norm ist daher in z oder ^ nicht 
von höherem als dem vierten Grade. Unter den vierten Grad 
kann nur sinken , wenn in einem der bezeichneten vier Fac- 
toren ausser dem Goefficienten des ersten Gliedes der Entwick- 
lung auch der Goefficient des zweiten Gliedes verschwindet. 
Dies ist nur in einem der 4 Factoren möglich , nümlich in dem- 
jenigen , für welchen e^ = e^ = ^3 = + 1 , 6*4 = — 1 , und in 
diesem auch nur dann , wenn zwischen den Gonstanten r,- die 
Relation 

C| "♦* C^ "^ C^ — " c^ 

besteht. In diesem Fall ist 0(z) nur vom dritten Grade. 

Die Wuczeln der Gleichung (D[z) =0 sind sOmmtlich reell 
und drei derselben immer negativ, entsprechen also positiven 
Werthen von ^. Sie gehören den 6 irrationalen Factoren in C an, 
für welche von den vier Zeichen e,- zwei positiv , zwei negativ 
sind. Betrachtet man z. B. die beiden Factoren 
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SO ilndeni sich dieselben von t=0 bis ^= +00 continuirlich. 
Für £! = haben sie entgegengesetzte Werl he , wenn dagegen C 
in positivem Sinne über alle Grenzen wächst, werden beide Fac- 
toren positiv, einer derselben hat daher eine positive Wurzel 
i;= ^1 . Auf ähnliche Weise lässt sich die Existenz zweier ande- 
ren Wurzeln C = ^2 , t = ^j nachweisen. Aber diesen drei 
Wurzeln entsprechen imaginlire Lösungen des Maximum-Pro- 
blems. Denn für jede derselben ist 

also V^'il imaginär, wodurch sämmtliche Grössen v^ und R 
imaginär werden. 

Die jetzt noch übrige vierte Wurzel von Ö>(js) = giebt 
immer eine reelle Lösung des Maximum-Problems. Zu ihrer 
Bestiammng müssen die beiden Fälle unterschieden werden , in 
welchen 

C4 > c, •¥ c^ -¥ c^ oder c^ < c, + c, + C3 . 

Für den beide Fälle von einander trennenden Grenzfall ('4 
= C| + C2 + C3 wissen wir bereits , dass die vierte Wurzel von 
0(2) = unendlich gross ist. In diesem Falle geben die For- 
meln des vorigen Art. 

"• = /?' ''•-/?• "• = /?• ^•-» 

also 

(12) = (U) + (24) , (43J = (U) + (34) , (23) = (24) + (34) 

d. h. die Ecke im Puncte (4j ist drei-rechtwinklig. 
Es sei 

C4 > Cj + c, + c, , 

alsdann genügt der irrationalen Gleichung 

eine positive Wurzel ^sst^j, da die linke Seite für ^=0 den 

negativen Werth — Vq — Vc2 — Vc^^'^Vc^^^^^^^^1 während 
ihre Entwicklung 
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(c, + c-, + 6-, - cjC""^* + iK' + ci' + c,* - OC~^ * 



-h 



zeigt, dass sie für liinreichend grosse Werlhe von ^ positiv wird. 
In diesem Fall ist ß^ = «2 = ^3 = + ^ j ^4 = -~ ^ ? ^'= — *i *2 *,» ^4 
= + 4, fi'ß=fi positiv also V^fi'fi reell. Nimmt man den 
positiven Werth dieser Quadratwurzel, so werden nach den 
Formeln des vorigen Art. v^ , v^^ v-^ positiv , v^ negativ , fi 
positiv. Da in 

— f = Vi 3/1' + Vjj/j' + v,!/,* -I- v,!/,' (Vi +!/, + !/, + ^4 = 0) 

drei der Multiplicatoren r,- positiv, einer negativ ist, so genügt es, 
dass die Determinante /? von — /"positiv sei, damit — /eine 
definite positive Form sei. Somit ist die Nebenbedingung erfüllt 
und die Lösung eine reelle. 
Es sei zweitens 

C4 < c, + Cg + C3 , 

man setze 



\p[z] = 2 Y^i — Yz — Ci — Y^ — <^« — Y^ — ^8 ^vY^ — ^4 

wo iy = + 1 oder = — 1 , je nachdem 

i//(cj = 2 /c, - /c, - Ci - Y^i - c, - /c7^ c, 

positiv oder negativ ist, dann hat tp{z)^=0 eine Wurzel 2 = ^0 
zwischen z = C4 und z = + 00. In der That die Entwicklung 
nach fallenden Potenzen von z giebt 

für ij = +1 ifj{z) = — äiji + (Cj + c, -I- c, ■4- c,) 3*"* 

für 1/ = — 4 i/;(s) = i (C| + c^ + c, — cj ä"** + . . . 

also machen hinreichend grosse Werthe von z den Ausdruck 
\p[z) negativ für iy =» -h 1 , positiv für rj =s — 1, d. h. von ent- 
gegengesetztem Zeichen mit rj , während er für jz = C4 von glei- 
chem Zeichen mit rj ist , womit die Existenz der Wurzel ä = jZo 
bewiesen ist. 

In diesem Falle werden nach den Formeln des Art. V und 

für den positiven Werth der Quadratwurzel YW sämmtliche 
Grössen v^, V2, v^, v^j R positiv , und es bedarf daher keines 
Beweises, dass 

i 

eine definite negative Form ist. ^ 
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